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预备 知识 


本 书 假 定 读者 已 知 集 论 、 线 性 空间 , 点 集 括 扑 等 轿 念 。 但 为 了 
便 了 江 省 查 拒 , 又 由 了 使 用 的 名 尊 和 符号 由 能 有 所 不 同 ,在 此 把 
后 要 用 到 的 有 关内 容 作 一 概述 . 

一 、 集 和 序 集 : 

集 由 元 组 成 。 通 常用 大 写字 和 母 上, 8,… 表 示 集 } 用 小 写字 母 
a C0 中 的 元 。 有 用 5 和 囊 示 “4 是 各 
的 元 ?3 9 EA 表示 "4 不 是 站 的 元 ”。 设 站,8 起 两 个 集合 ,用 六 己 B 
表示 “A 是 B 的 于 集 "”; 用 {10} 表示 包 合 4 的 单 点 集 ; 外形 示 空 集 。 

设 针 是 某 个 集 ， 我 们 常 带 根据 芋 中 的 元 的 茶 些 性 质 来 确定 站 
的 子 集 。 例 如 实数 集 及 由 “大 于 所 这 一 性 质 就 可 以 确定 及 的 一 
个 子 集 ， 也 就 是 说 ， 由 实数 中 “大 于 1* 的 所 有 的 数组 成 只 的 一 个 
子 集 , 此 子 集 用 下 列 符号 表示 之 # 

{x [XeER, x>1}., : 
集 世 中 的 元 的 性 盾 如 果 是 由 一 个 弟 题 卫 给 定 的 ,用 P(X) 表示 元 * 
具有 命题 所 壕 的 性 夺 ， 那 末 苹 中 所 有 铀 足 命题 P 的 元 的 全 体 所 
组 成 的 子 集 可 用 下 列 符 号 表示 之 : 

{x EE, POx)}. 

如 果 P, 表示 两 个 命题 ,我们 用 了 -> 表示 : 由 命题 了 可 
以 推 得 命题 人 @， 即 满足 命题 了 的 元 必定 添 足 命题 9， PTO 者 . 
示 命 题 卫 和 台 是 等 价 的 。 

本 书 对 常用 到 的 玫 个 集 也 以 常用 的 固定 符 呈 表示 之 ， 例如 ;用 
N 表示 自然 数 的 全 体 } KK 表示 洋 数 或 复数 域 ， R 由 示 实 数 域 ;0 囊 
示 复 数 城 。 


2 预 禾 知识 


访 革 ,YY 是 两 个 集合 。 基 到 了 的 映照 了 有 用户 瑟 -7 或 xry 大 x) 
表示 之 。 访 称 为 Ff 的 定义 域 . 蕴 在 映照 下 的 像 : 1XX) 二 {fCx)| 
x 扎 芒 } 称 为 了 的 值 域 ， 其 中 “和 完 ”者 示 它 所 联 结 的 两 边 按 定 尖 是 相 
同 的 。 如 果 刀 是 关 的 子 集 ， 郊 末 把 在 中 的 每 个 元 x 上 映 戌 XYEX 
的 映照 称 为 映照 f 在 XX 的 子 集 万 上 的 限制 ， 记 为 了 x。 通常 ， 记 
A) = {fCx) [XE A}. 如果 BCY, 则 称 了 六 BD = {XEXIIxXIEB} 
为 吾 在 喘息 了 下 的 原 昼 。 

” 竺 天 中 的 元 之 间 的 关系 过 (或 一 ) 称 为 序 关 系 ， 是 指 它 满足 r 
列 辽 个 条 件 ， 
Cay xX 志 XC 自 反 性 )3 1 
(pb) x os 一 > 2 传递 性 3 
和 称 性 》。 
通常 ,Y=x 即 指 x 二 y 如 果 忆 是 序 关 系 ， 那 末 六 也 是 序 关 系 , 称 
为 原来 序 关 系 关 的 对 便 序 美妙 - .<x 异 示 3 是 95scx。 一 个 具 
有 序 关 了 系 的 集 称 为 订 集 。 如 果 序 关系 还 广 足 : 对 于 全 中 的 每 两 个 
元 xd， 下面 两 个 关系 坚 人 多 有 一 个 成 芯 ; 

站 席 区 人 i i <1) 
那 未 这 个 序 关系 称 为 全 序 关 系 ， 而 序 集 一 称 全 全 计生 不 满足 上 
述 性 质 的 序 集 称 交 壮 序 集 . : 

如 果 世 是 序 集 , 信 是 外 的 子 集 ; 若 EX 使 

XE 二 
则 称 ea 为 各 的 上 条 5 下 界 ?。 

如 果 4 是 站 的 上 界 《 下 界 ), 测 和 且 对 于 入 的 每 个 上 界 C 下 界 》 5， 
一 证 有 2 三 b(ta 守 by， 那 未 5 称 为 起 的 上 确 界 或 二 端 (于 确 界 或 下 
端 )。 如 果 上 (CT 下 3》 确 界 丰 在, 它 是 唯一 的 。 

' 启 果 序 和 所 半 的 于 集 直 包含 总 的 一 个 上 卉 《下 界 》49, 那 末 称 
海 丰 的 最 天 元 (最 小 元 》)。 这 时 & 也 是 及 的 上 端 ( 计 端 )。 如 果 序 集 
忒 的 子 集 站 中 有 一 个 元 5EA 直 ， 和 总 中 没有 元 b 能 满足 8>>a (9)， 
那 末 称 .9 为 和 的 机 大 《【 极 小 ) 元 。 量 大 《最 小 ) 元 必 蚌 极 太 (和 极 小 > 
元 ,友之 ,一 般 趟 成 立 , 但 在 全 序 情形 是 对 的 ， | 


预备 知识 g 

如 果 序 集 X 中 每 两 个 元 组 成 的 集 都 有 上 端 和 和 下端， 喝 称 天 为 
格 《 或 络 》, 在 格 中 , x、3 的 上 端 ( 填 端 ) 表 示 为 *V KX 八 贡 ， 

旭 果 及 是 序 集 ,对 区 中 的 任意 网 元 ,#4 必 存 在 一 元 * 盛 辫 ,使 

2 XY 

赔 称 六 为 控 序 关系 汪 ( 夺 ) 的 定向 集 . 

本 书 承认 选择 公理 , 下 述 命题 是 和 选择 公理 等 价 的 。 

Zorn 引 理 设 天 是 非 空 序 集 ,如 果 天 中 的 每 个 全 序 子 集 在 其 
中 者 有 上端; 那 末 蔷 中 至 少 有 有 一 个 极 太 元 。 

设 蕊 是 一 个 集 ， 人 “如果 洲 正 
下 述 笨 性: 

(0) .灾区 凡 ， 有 BE : 

(5) 如 果 FE ,而 FGCX, 那 末 GE 多 

(c) 如 果 FEZ ,GE 天, 那 末 Fn Ge 和 
则 称 集 旋 多 为 区 中 的 一 个 淡 子 。 

二 、 点 集 撼 捉 : z 

定义 1 设 X 是 非 空 集 , 如 果 对 于 X 中 的 每 一 个 元 x; 规定 了 
XxX 的 一 些 子 集 所 组 成 的 集 族 , 以 (x) 表示 之 , 如果 Y(x) 满 足下 面 
四 个 条 件 , 列 称 为 点 x 的 环境 (或 尔 域 ) 组 . : 
(1》 如 子 集 VEYO, 则 xEV， 即 撩 点 的 环境 必 包 含 这 一 


点 。 

C2) 如 果 VEYCx)， 则 当 UDV 时 ， 过 Egg(Cxz。 的 何 诺 说 ， 
如 果 V 是 x 的 一 个 环境 , 那 末 包含 V 的 集 也 一 定 是 x 的 环境 . 

C3) ZTC 关于 有 有 限 交 是 封闭 的 , 即 如 果 了 Vm EY Ce); 

那 示 人 VN EY(x). 

<《4) 役 VEYCx)， 则 必 存 在 一 个 集 U EY 人 AX); 车 得 参 平 也 
中 一 切 y, 有 YEYb)。， 粗 稿 地 说 ,如 果 Y 是 x 的 一 个 环境 ; 那 末 
它 也 是 4 半分 接近 ”于 x 的 二 切 点 的 环境 ， 

TAX); XX) 定 关 了 X 上 的 一 个 拓扑 。 由 有 指 失 的 条 才 
海 拓 正 空间 , 攀 外 空间 可 记 为 (XT》， 或 简单 地 记 为 X? 

例如 , 设 和 是 任 一 非 空 集 , 对 X 中 每 个 x, 规定 


四 预备 知 滑 

FX) = 《下 
即 只 有 一 个 集 X 组 成 的 集 族 。 匡 氏 六 5Cx) 满足 定义 中 一 切 条 件 ; 而 
迹 样 证 文 的 拓扑 称 为 平凡 招 非 。 灭 如 果 规 定 瑟 中 每 个 售 的 子 集 
代为 的 环境 ,显然 也 构成 一 个 拓扑, 称 为 于 上 的 离开 拭 站 ， 

定 灶 2 设 X 是 一 拓扑 空间 而 {%} 是 其 中 的 一 个 定 国 点 列 
《并 足 标 焦 是 一 个 定向 序 集 )， 所 谓 点 列 x。 收 伍 于 名 (CEX)， 是 指 
对 于 每 个 VEYCx), 必 存 在 是 标 加 , 使 

ET。 
xs 称 为 点 列 x, 的 投 限 。 通 常 表示 为 im x,=xo, 或 % 一 >xo, 其 
中 了 工 是 雯 中 的 括 扑 。 

设 和 是 汉中 的 点 集 , 所 请 2E 芭 是 上 各 的 孟 着 点 ,是 指 由 各 中 的 
太 可 作出 一 个 半 序 点 列 收 犁 于 xo， 筷 的 附着 点 的 全 体 组 成 的 集 称 
为 入 的 两 包 , 记 为 生 或 L4Jr。 如 时 和 = 入 、 刚 称 妇 为 闭 集 。 团 集 
的 作 集 称 为 开 集 。 点 x 是 站 的 内 点 , 是 指 和 站 EAX), 显 航 和 站 的 内 
点 一 定 属于 甩 。 丰 的 内 点 的 全 体 记 组 成 的 集合 稀 为 丰 的 开 核 ， 记 
为 4 .和 容易 央 道 , 4 为 开 集 的 充 要 条 件 是 态 为 它 自 号 的 每 个 点 的 
环境 ， 即 和 A= A 容易 验证 ， 

(ID 设 世 是 拓扑 空间 区 中 一 争 开 集 所 组 成 的 集 族 , 则 

《O10 空 集 呈 和 全 空间 冯 在 多 中 ; 
《Da) 多 中 性 意 个 集 的 并 集 在 多 中 ， 

《Oy) 区 中 有 穷 多 个 集 的 交集 在 多 中 。 

定 翰 1 设 半 是 一 集 , 多 时 六 中 某 些 子 集 所 组 成 的 集 族 ， 并 且 
满 在 上 述 条 件 kJ、(D2)?、(Oa)。 如 果 对 每 个 元 x 二 发 ,规定 WE 
YY xz)， 是 指 存 在 局 E 和 区， 使 xEOCY。 则 区) 满足 定义 工 中 的 
C1) 一 4), 从 而 出 它 丙 在 革 上 定义 一 拓扑, 使 站 成 为 拓扑 空间 ,并 
且 在 这 拓 扩 空间 中 ,多 洽 是 居 的 一 切 开 集 所 组 或 的 集 族 。 

证 基 (x) 请 足 定 兴工 中 的 共性 (12 22 是 明显 的 。 由 (Di 可 
知 (x) 也 满足 (3)。 下 面具 要 验证 条 件 (4)。 设 六 ENAx), 依 定 
义 ， 存在 OF 多 ， 梧 *EOCTV. 如果 gEDO，、 刚 因 YEOCV 可 知 
VEY OE x(x) 请 尼 条 伯 (4) 汪 要 求 ， 让 而 由 六 YCx) 可 


证 将 和 识 3 


在 区 上 给 定 一 个 拓扑 

下 面 证 明 多 恰好 是 XX 中 的 一 切 开 集 . 六 OE， 要 上 述 规定 ， 
对 于 每 个 x*EO, OE YCx)。 所 以 O 是 开 集 ， 反之 , 设 杂 是 拓扑 空 
间 基 中 的 开 集 , 那 末 对 于 每 个 xEU,U EVAx)， 依 十 述 规定 , 存 
在 OE 区, 使 XEO,.cU， 因 此 ,根据 (O;y, 有 


/ “= 0 E 避 证 毕 。 


设 六 是 拓扑 空间 ,在 其 上 规定 了 每 个 点 x* 的 环境 组 YCx)。 那 
末 和 中 开 集 的 全 体 钨 满 尾 (Di 一 (os)?。 由 定理 1 依据 医 ， 双 可 
定义 天 上 的 一 个 拓扑 ， 则 这 个 拓扑 各 原 拓 扑 必 定 一 救 。 这 是 : 因 
为 ， 由 定义 1 中 条 件 (4)， 对 每 个 VEYCx)， 必 存在 x* 的 开 环 境 
WW 使 WV 这 梯 , 由 全 体 开 集 就 可 唯一 地 确定 相应 的 朱 扑 。 :所 
忆 定 儿 拓 护 时 也 可 设 规 定 满足 (0 一 (O09)》 的 集 旋 作为 开 集 的 全 
次 

定义 3 设 和 是 一 拓扑 空间 ，x ER， 文 设 客人 X) 是 点 x 前 某 
些 环 境 所 成 的 环境 族 。 如 困 对 于 虚 x 芍 任何 环境 WV, 改 有 有 UE 
党 (xj 使 得 已 CY。 刚 称 党 (zx) 是 拓扑 在 点 #* 的 环境 基 。 

例如 , 当 ( 尺 , D 是 一 个 距离 空间 ， xER, 到 WX) = {Ox, +) 
?> 人 站, 那 末 它 就 是 在 x 点 的 一 个 环境 基 .。 

由 于 * 的 环境 组 YY(x) 可 由 环境 基 儿 (x) 只 一 地 靖 定 改 抑 
扑 可 由 环境 基 汽 (x) 祖 定 . 

定理 2 设 久 是 一 集 ,如 果 对 每 个 点 xETR 指定 了 X 的 子 集 六 
雪 (x) 福 足 条 人 忻 # 
CN,) 对 每 个 也 EC 售 有 点 2; 
《Na 对 任何 ts CE 监生 U ER x), 使 得 UcU, / 
Ur z 
(NsY 设 UEBK), 而 舌 YEU， 则 必 有 Ve 使 得 
VCU。 那 末 必 有 关 上 的 礁 一 打 扑 T， 局 得 光 (27 咸 为 了 在 点 的 
环境 臣 .， 
“得 和 了 是 拓扑 座 间 。 聊 其 六 Xv; 如 果 对 于 人 = 六 *) 的 备 


.看 预备 各 识 


个 环境 了 , 广 f 7Y)? 是 x 的 环境 , 则 称 了 在 xx 氮 连 接 。 如 阔 了 在 每 一 
点 %E 天 连续 , 则 称 了 是 连续 的 。 了 是 连续 的 充 要 条 件 是 : 对 YY 中 
的 每 个 开 桌 局 , 并 GY 是 让 中 的 开 集 ， 
的 两 个 浪子 ,车 天 忆 {在 从 和 包 全 的 意义 

下 则 称 . 灾 ; 精 于 多 |, 任意 点 * 的 完全 环境 组 YXx) 是 一 个 滤 子 ， 
称 汐 基点 的 鱼 江 子 。 若 世上 的 一 个 盖子 多 精 于 x 的 分 滤 子 ， 则 称 
拓扑 空间 世上 的 涉 子 哆 收效 于 x。 设 {x，aEA 是 天 中 的 定向 
点 列 ， 人 Sa) = {xu|aaoy， 风 由 {C0)，aE 及} 生成 的 滤 子 称 
为 {xo} 的 截 才 渡 子 。 定 向 点 列 2 ， 收 争 于 x 的 充 权 条件 是 它 的 截 
部 涉 子 收 租 于 和 
-让 集 革 :上 赋 以 两 个 折 扑 .了 ;和 F, 。 如 果 每 一 个 也- 开 集 
神 是 .7 :一 开 集 , 刚 乏 拓扑 .92z 精 于 拓扑 了 区 或 4 粗 于 少 2)， 记 
为 

设 tX, 了 ?是 拓扑 室 问 ， 及 是 环 的 子 集 , 如 果 在 4 上 冉 以 一 个 
搓 扑 。 硬 它 徇 于 集 就 是 芋 中 的 开 代 和 站 的 这 ， 则 浆 有 在: 滨 下 的 子 宝 
辣 :, 其 拓扑 称 汶 , 儿 在 和 上 移 导 出 拓扑 ， 记 为 3 [4, 也 称 汶 和 上 的 
祖 对 大和 打 。 

没 X 是 拓扑 空间 ， 如 果 对 瑟 中 的 任意 两 个 不 同 的 点 。 必 至 少 
有 一 点 的 一 个 环境 不 包含 第 二 个 点 ， 那 未 称 瑟 靖 足 Te 分 离 公 理 ; 
如 果 对 关中 的 任意 两 个 不 同 的 点 Xx、y, x 必 有 一 个 环境 不 包含 9， 
而 也 有 一 个 环境 不 包 售 x， 则 称 站 满足 Ti 分 离 公 理 f 如 果 对 四 
中 的 任意 黄 个 不 同 的 点 x、 y， 硝 在 x 、y 相应 的 环境 UU, VV， 使 得 
UNV = 人, 则 称 X 满 足 Hausdorff (或 Tz) 分 离 公 理 。 拓扑 空 间 X 
是 Ts 型 的 充 要 和 条件 是 ， 其 中 每 个 收 敏 定向 点 列 的 术 女 是 附 一 的 ， 
如 果 拓 提 空 间 羡 是 工 型 的 ， 且 每 一 点 具有 由 闭环 境 组 成 的 环境 
基 , 则 称 羡 是 正则 前 {或 了 型 的 )。， 如 盯 拓 扑 空 间 汪 是 Ts 型 的 , 且 
对 于 每 个 团子 集 丰 及 每 个 bEA, 存在 一 个 连 狂 函数 f, 人 X=[59,1]， 
使 6)=1 及 xE 太 时 所 x)=0, 别称 于 为 会 正则 的， 如 果 插 扑 空 
同 中 每 购 个 不 相 严 的 人 闭 集 丰 、B， 痢 存在 汗 集 品 、V ,使 六 CU， 
,加 SV, 且 UNV= , 则 称 XX 是 正 横 的 (或 T, 型 的 )， 很 明显 ,每 个 


福 备 嫩 误 了 


正规 空间 是 全 正则 的 ， 每 个 全 正则 空间 是 正则 的 . 

如 果 对 于 拓扑 空间 式 中 的 每 一 点 x, 都 厦 在 由 至 多 可 列 个 环 
境 组 成 的 基 , 则 称 关 满足 第 一 可 询 公 理 。 

设 和 是 Tz 型 拓扑 空间 ,如 果 对 于 义 的 每 个 开 覆 六 都 存在 有 限 
子 覆 羔 ， 则 称 六 是 紧 的 ,XX 是 紧 的 充 要 条 件 是 : 对 于 区 中 的 每 全 
闭 集 旋 ， 如 其 中 有 了 限 个 闭 集 均 有 非 空 交 , 则 此 闭 集 族 必 有 非 空 交 ，。 
XX 中 的 子 集 妇 4 称 为 是 灯 的 ,是 指 把 丰 看 作 六 的 子 空间 时 是 紧 的 , 设 
4 是 天 中 的 子 集 , 如 果 公 的 闭 包 所 是 紧 的 ,， 则 称 4 是 福 对 时 的 。 紧 
宅 间 的 每 个 团子 空间 是 紧 的 。 任 党 个 紧 空 间 的 折 丰 积 是 紧 的 《区 
为 THXOHQB 定理 》, 

三 、 线性 空间 

本 书 中 将 只 讨论 实数 域 或 复数 域 上 的 线性 空间 。 设 处 是 线性 
空间 ， 在 万 中 能 张 或 全 空间 的 线性 无 关 向 量 组 称 为 了 中 的 Hamel 
基 。 设 {zxsy 0E 4} 是 外 中 的 一 个 Hamel 其 则 对 每 个 xEX, 必 存 


在 有 了 咀 趟 Xr i 司 %*= > A Xu A, 在 KK (实效 或 党 煞 域 )。 


”定理 3 每 不 线性 空间 闵 都 有 Hamel 基 . 

”证 设 P 是 中 的 线性 无 关子 集 组 成 的 集 族 。 在 己 中 按 号 规 
定 序 ,4 去 也 即 是 指 4 一 3B, 呈 是 一 个 半 序 集 。 如 果 P 是 PP 中 的 性 
一 全 序 子 案 , 令 了 =LHNA, AE Pp1), 容易 知道 , 8 是 XX 中 的 线性 无 
关 向 量 组 ,了 ep, BB 是 Pi 的 上 端 。 由 Zorn 引 理 即 知 “中 几 ` 有 极 
大 元 ,此 报 大 元 即 是 其 的 Hamel 基 。 证 毕 ， 

设 芒 是 线 性 空间 ， 记 有 形 如 xo + MM 的 子 集 ( 其 中 x0EX,M 是 
X 的 线性 子 空间 ) 称 为 从 中 的 (线性 ) 流 形 。 基 中 的 航 大 真子 流 形 
称 为 赵 干 面 。 人 
线 福 给 茵 f 使 对 某 <E 下 ,于 = xy= 0}. 

如 果 凡 、 N 是 对 的 线性 子 空间 ; 下 = Mt N 是 代数 直接 和 |; 则 
称 全 是 对 的 权 新 外 子 空间。 称 X/M 的 维 数 为 子 空间 M 的 余 维 数 
Cotimeniiony, 战 Co- 维 数 。 
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在 本 世纪 初 ， 泛 函 分 析 的 主要 研究 对 象 是 其 往 和 抽象 的 线 作 
同 范 空间 和 其 上 的 线性 算 子 , 在 1920 年 以 后 , 进一步 讨论 了 线性 
赃 离 空间 。 线 性 骸 范 空间 和 线性 距离 空间 都 有 如 下 性 质 : 首先, 它 
们 都 是 线性 空间 。 即 在 空间 中 定义 了 男 法 和 数量 各 法 两 种 代数 运 
算 , 并 且 关 于 这 两 种 运算 是 封闭 的 。 其 次 , 它 科 按照 范 数 (让 赋 准 
范 ) 所 定义 的 距离 成 为 一 个 拓扑 空间 , 并 且 按 照 这 个 拓扑 , 线性 空 
漳 中 所 定义 的 两 种 代数 运算 是 连续 的 。 这 种 既是 代数 系统 又 是 拓 
外 空间 的 此 构 在 泛 画 分 析 中 是 欠 有 用 的 。 但 是 ， 隧 着 研究 的 不 断 
深入 ;仅仅 研究 线性 赋 范 空间 或 线性 距离 罕 间 上 的 理论 ,应 用 起 来 
是 很 不 够 的 。 例 如 ， 每 个 无 限 维 线性 赋 范 襟 间接 弱 拓 盾 就 不 是 一 
个 线性 开 离 空间 ， 这 说 明了 引进 并 研究 更 为 广泛 的 空间 类 是 很 必 
要 了 的。 在 1934~-1935 年 ， 由 Konxmoropos 各 了. Von Neumann 所 
乎 同时 引进 了 线性 拓扑 空间 的 概念 ， 它 可 以 看 作 线性 距离 空间 的 
一 种 推广 。 在 此 附带 说 明 一 下 ,有 些 书 上 为 了 区 别 于 另 一 个 概念 ， 
而 把 这 里 称 人 的 线性 拓扑 空间 则 做 拓 半 向 量 空间 。 


$1 定 义 


- 设 己 是 一 集 ， 其 中 的 元 记 为 x， Ys 如 果 在 己 中 规定 了 线 
性 弃 划 和 拓 打 ， 合 得 忆 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(1) 五 是 一 个 线性 空 闻 《本 书 中 内 考 虚 当 系数 域 天 是 实数 域 
或 复数 域 的 情形 ， 分 别称 为 穴 线 性 空间 和 复线 性 空间 为 

(2) E 上 有 一 个 拓扑 ,使 (E, .9 ) 为 拓扑 空间 ; 

《3) EE 中 的 线性 运算 关于 五 上 的 拓扑 3 是 连续 的 ， 缉 


#1 定 屎 © 
(e) 乘积 拓扑 空间 Bx 巨 到 马 的 映照 
(xX, YX+9 
是 连续 的 。 
(5) 令 数 域 K 取 欧 几 里 得 捧 站 ， 乘积 拓 冰 空 间 KxE 到 扰 扑 
空间 上 的 峡 照 
CA 2 
是 连续 的 。 
贴 称 巨 是 一 个 线性 托 井 空间 。 有 时 为 了 标明 巨 上 取 拓 扑 乡 ， 
把 线性 拓扑 空间 用 记 导 ( 卫 , ,2 ?或 了 人 3 ) 表 示 ， 
设 瑟 是 线性 空间 ，xE 瑟 ， 集 4 一 瑟 ， 用 及 +x 去 示 和 集 {y+ 
VE 4+ 称 它 为 4 经 过 平移 王后 所 成 的 集 。 又 ,如 果 BcE， 民 AA+ 
B 表示 集 {x+9|xXE€ 太 ,YE B}, 称 它 为 4 和 B 的 算术 积 . 显然 , 平 
移 可 看 作 甚 特例, 和 +% 即 为 各 +{x}， 其 中 人 xz) 表示 是 由 x 一 个 元 
组 成 的 单 点 集 。 类 似 地 ,可 以 符 光 入 4. 点 一 卫 ， -4 等 集 . 在 过 须 
注意 : 一 般 说 责 , 不 能 斯 言 :244 二 负 + 人， 但 有 24ACA+A。 
如 果 用 拓扑 空间 的 相应 语言 ,条 件 (3) 又 可 以 表达 如 下 。 
， (9a’》 对 于 瑟 中 任意 一 对 同 量 Xx、3,- 和 和 x++ 世 的 任 一 环境 Ui 
必 有 X,Y 的 相应 环境 Us、DT， 使 得 
/ 0, + Uc ene 0 
《bz 对 二 下 中 人 性 一 二 时 5 任 一 数 太 E 天 以 及 Xx 的 任 一 环境 
Ui,, 必 有 相应 的 正 数 6 和 x* 的 环境 Ds， 使 得 当 . | 入 ~A|<6 时 , 有 ， 
UCU ::.. (C2) 
我 们 可 以 把 (0) 和 (0 人 由 所 了 的 环境 委 抽 在 环境 关中 。 
及 傈 指 刀 ; 这 里 关于 加 法 和 数 澳 的 连续 性 是 指 (x*， rty : 
是 基 、 和 榴 x)ryAx 是 入 、 x 的 二 元 连续 瞻 招 。 :这 
在 局 一 个 绕 任 补 间 + 通常 林 刀 规定 几 个 拓扑 ,使 它 成 为 线性 
拓 扑 空 闻 :'- 下 而 我 们 可 看 到 ,如 冉 在 线性 峰 范 空间 中 ,用 弱 拓 扑 代 
ip daha i 
省 恋 品 十 +- 个 织 性 窑 间 ; 知 时 在 EF 土 给 定 了 拓扑 于， 使 得 (， Cg ). 
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是 一 个 线性 拓扑 空间 , 则 吉 称 多 是 吾 上 的 一 全 尚 羡 大 井 ， 愉 定 
义 可 直接 知道 。 线 性 拓扑 空间 就 是 给 定 了 一 个 册 着 大 和 的 黎 想 宣 
间 。 

设 (EB1, 与 (B,, 9 ,) 是 两 个 线性 拓扑 空间 ， 如 果 存 在 E: 

到 BZ。 上 的 一 一 映照 wg， 使 得 ?既是 线性 空间 E, 与 Es 辣 的 同 交 上肢 
照 , 同时 又 是 拓扑 空间 (Ei, .1) 与 (下 2 ,) 间 的 辐 且 映照 (这 
样 的 映照 中 称 为 同 构 问 肚 映照 )、 则 称 线性 拓扑 空间 CE, :871) 与 
(CE,, .9 2) 是 拓扑 同 物 的 ， 或 简称 同 和 的 ,用 记号 4B，， FEE 
2 ?2) 表 示 之 ， - 

ge 
扑 可 境 用 0 点 的 环境 (或 一 组 环境 基 ) 完 全 确定 。 在 线性 拓扑 会 间 
(五 , 少 》 中 ,0 的 环境 梨 合 用 记号 WCE, .条 ?或 水 (BE)， NF), 
. 简单 表示 之 。 有 财 也 用 ,表示 a 点 的 环境 宗 . i 

” 定理 1 设 是 线性 拓扑 空间 ,a€F, 集合 GCE 成 为 a 虚 的 
环境 的 充 归 条 件 是 ;G- se 才 、 换 旬 话说 ; 4+UEW ,的 充 要 条 件 
是 UE 间 . 

”证 对 E 中 的 任 一 向 量 避 ， 作 上 映照 Toxryx + ea 由 线性 拓扑 
空间 定 文中 的 条 件 (3) 的 (4) 可 知 :Ts 是 连续 映照 ， 易 知 ，T 的 逆 
映照 Tz1=T_。 xrcyx 一 4 也 是 连续 的 。 记 以 Ts 是 E 到 EE 上 的 拓 
盾 同 胚 映照 。 因 为 了 s60=6, 所 以 GEN。 的 充 要 条 件 是 ，T 21G = 
G 一 a 是 0 的 某 下 环境 . 证 毕 。” / 

定理 1 说 明了 线性 拓扑 空间 的 齐 性 。 a 
个 向 量 拓 扑 可 由 某 一 点 的 环境 全 休 记 唯一 确定 ， 特 别 可 以 由 0 点 
的 环境 4 唯一 确定 {4+ DUI5VE WW} 就 是 E 中 点 环境 全 林 ,; 即 任 
一 点 如 的 环境 可 以 由 0 的 环境 全 体 经 平 称 a 而 得 到 ;3 从 而 ,. 线性 

空间 上 的 丁 个 向 量 拓扑 相 癌 的 充 要 条 件 是 , 在 0: 点 有 相同 和 的 环 
境 集合 (或 环境 基 )。 与 这 个 等 价 的 是 ， 两 个 向 量 拓 厚 相 同和 但 充 要 
条 件 是 ,两 个 向 重 折 外 有 相同 的 收 敏 于 0 的 定向 点 列 (net?。 

例 1 设 王 是 表征 空间 "去 展 粗 拓 基 X《 芭 中 有 全 次 
疝 及 空 集 为 开 集 7。 Way 


“foreo 
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了 呈 是 仅 出 0》 一 个 向 量 组 成 的 这 种 情况 外 ， 它 不 满足 分 离 性 条 
件 。 
例 2 研 准 范 空间 实数 或 复数 城关 上 的 线性 空间 瑟 电 做 屿 
准 东 的， 是 指 : 存在 由 吾 到 实数 的 一 个 映照 xc> xl， 满足 F 述 条 
件 Kx.Yy 才 了 示 五 由 的 元 )， . 
(CQ [xn BIVF= 0 
《<b | —xl = |xls 
CC) x+glsshx) + lyls z 
Cd) 和 如果 加 >t 5、 ftE K), {xn} CE, fxs— x)—>0, 则 Thx 
I 
,jxl 称 为 元 区 的 歧 准 范 。 赋 准 范 空间 (E, 上]: .1) 上 通常 
eg y) = x— yl 引进 拓扑 成 为 一 个 距离 空间 . 由 定义 容 
易 直 接 验 证 ， 如 困 在 号 中 x。 一 x， gn 一 数 太一 EE， 册 taxn + Yn tx 
+y。 由 此 可 知 ; 赋 准 范 空间 是 一 个 线性 拓扑 空间 . : 
特别 是 , 赋 范 室 则 是 赋 准 范 空间 ,从 而 赋 范 空 5 间 按 范 数 拓扑 是 | 
线性 拓扑 空间 . 
设 中 是 上 的 拓扑 集合 ， 取 强 于 所 中 的 每 个 拓扑 的 最 勇 折 
扑 , 记 为 VY 中 .拓扑 Y 呈 忆 可 以 这 样 移 造 , 记 OCT) 为 关于 拓扑 的 开 
集 全 体 ， 则 OCT) 关于 存 限 交 和 任意 个 集 的 并 一 定 封 闭 。 把 Y(9 ， 
(T), TE 史 } 张 成 关于 有 限 交 和 任意 个 集 的 并 运算 封 亲 的 集合 O- 
( 即 已 是 包 合 UOCT}, TE 吕 PH} 且 关 于 有 限 交 和 任意 个 集 汐 并 圭 
闭 的 集 族 中 景 小 的 一 个 》, : 则 由 OO’ 中 的 集 作 开 集 记 定义 的 拓扑 即 
是 VB, 日 是 唯一 确定 的 。 容 易 验 证 VY 中 有 如 下 的 和 性质 ， 对 于 洗 : 
一 拓扑 空间 六 了 映照 S 一 (E,WV 作 ) 成 为 连续 的 充 伙 条 人 首 是 :对 于 
每 一 个 TE 中, 映照 有 5 此, 于) 是 连续 的 。 椒 述 例 于 给 出 耳 册 向 
量 拓 扑 集合 构造 新 的 向 量 拓扑 的 一 种 方法 。 
-和 例 3 设 瑟 建 量 性 空间 上 的 向 量 笨 扑 集合 , 则 VY 亿 是 向 


z 量 拓扑 。 出 上 而 的 叙述 知道 定向 点 列 《xs} 按 拓扑 V 包 收 伍 于 xe 


的 充 要 条 件 是 对 风 一 个 工 E 岂 ;有 光一 >xo: 下 加 证 明 对 于 报 扑 
VB，, 加 法 是 连续 的 : 设 {xe， a 全 下)、{yp; BE 妇 } 是 两 个 定向 志 
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列 , 且 按 VD, xa, gp 上 by 作 半 序 集 .zx 吹 = (ay BYRE .mf 
BE 弛 } ,并且 规 定 当 asco' , 8<<p' 时 (as 有 B)<ko'。 pr》。 作 半 序 点 
| {x + pl} (oP E A x B}. 

今 证 明 它 按照 Ve 收 化 了 ab 事实 上 ， A 
可 知 ,对 每 一 个 TE 吕 也 有 x 一 ->a， yp 一 > 因为 是 向 量 拓 扑 ， 


县 El Xa + Yp—>a+b, 内 而 XVe 守 a+b 即 (EBE,，\y 儿 ) 中 加 法 
是 连续 的 。 同样 可 以 证 明 关于 数 乘 的 连续 性 。 人 
扑 。 

例 4 设 六 是 线性 空间 。 毁 果 王 是 一 族 线 性 映照 XYi, 
其 中 说 i 是 线性 拓扑 空间 , 那 末 在 上 ,唯一 地 存在 使 得 声 中 的 一 
钢 / 和 连 练 的 最 届 的 向 量 打 扑 。 记 为 0F。 按 oF，x。->a 的 充 要 条 
件 是 对 每 个 feER, f(x 在 Yi 中 收敛 于 f(4)。 利 用 了 的 线性 ， 与 
例 3 同样 可 证 oF 是 上 的 向 量 拓扑 

册 例 4 可 以 知道 线性 拓扑 空间 前 蒋 积 空间 是 线性 拓 扑 空 空间 ， 
事实 上 , 设 XaE€ 有 4) 是 一 族 线性 拓扑 空间 ,XX 是 所 有 形 如 (xu)aey 
(XaE Rs, GE A) 元 的 全 体 , 称 为 X。, woE 4 的 束 积 集合 ， 记 为 X= 


了 Xx, 实际 上 , 即 是 把 (x。)wes 和 看 作 古 一 个 元 ,其 -学 标 是 X。 中 的 

70。 由 藉 到 状 s 的 有 映 照  - 
| (Xu oe A Xe, (og A) 

称 为 克 在 XX。 上 的 投影 , 记 为 bo, 令 了 一 分 e}ce4: 则 天 上 的 乘积 拓 

扑 即 是 oP。 它 是 便 4 i 


$2 一 些 基本 性 属 _ 


由 定 包 可 知 线性 拓 直 空间 关 干 加 法 是 一 个 拓 填 群 ， 在 其 上 胡 
自然 的 方 记 可 引进 一 致 必 结构。 在 下 面 狼 述 的 一 些 基 本 拓扑 性 质 
”得 是 线性 括 扑 空间 ,下 面 介绍 它 的 一 些 基 本 性 质 。 
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(TD 对 固定 的 元 9E XX, 平移 映 有 照 Tot xryx+4a 是 四 到 天上 的 
后 扑 同 有 凸 映照 。 拓 扑 间 腑 映照 有 时 也 简称 为 拓 上 映照。 

类 似 地 可 得 

(EL 设 六 头 0, 则 映 梧 xryAxx 是 六 到 基 上 的 拓 砷 映照， 

由 DD 可知, 如 果 和 %* 关 0, 则 UE.# 的 充 要 条 件 是 UE .人 

下 述 推论 是 有 用 的 : 集 刀 二 下 是 开 ( 闭 ) 集 的 充 要 条 件 是 ， 对 尾 
一 丰 关 0,AA 是 开 ( 闭 ) 集 ,或 对 于 任 一 固定 的 元 a, 4 + 4 是 开 《所 ) 
集 。 

(IIT> 对 到 中 每 一 个 0 的 环境 VE.#， 敢 存在 可 Er， 使 得 
局 十 同一 六 

证 ”由 于 线性 拓扑 空间 中 的 映照 (x， Dyx4Y 是 久 X 太 到 下 
的 连续 映照 ， 特 别 考虑 到 C00, 0) 点 的 连续 性 ， 因 为 0+0r0 所 
以 对 每 个 YE . 术 ， 窒 在 U,、UsE NW, 使 当 xEUI, yeU, I 有 
xX+yEV, 邻 U=U NUrE,H, 删 z 

UU UV 

(JY) 设 *EX,V 是 x 的 任 一 环境 ,， 则 必 有 ei 人 
UU-CY. 

证 ”由 1。 我 们 只 要 考虑 xx=0 的 情况 。 没 V 是 任 一 0 的 环 - 
境 , 由 (IID，, 在 在 0 的 环境 U, 使 得 Ut+UCK, 下 面 证 明太 即 为 
所 求 。 事 实 上 ， 若 YEEC”, 由 闭 包 的 定义 ， 人 
充 , 胡 2EE+UCY EU-CVY 

定理 1 对 于 线性 拓扑 空间 关 ， 下 过 条 件 是 等 从 的 | 

《0) 基 是 正则 空间 ( 即 Ts 型 的 六 和 

(b) {0) 是 闭 蘑 ; . : J 

ic) 对 和 中 的 每 一 个 向 量 x* 冯 9， 存在 0 的 环境 UU， 全 xEEU: 

由 此 , 广 足 TT 公理 的 线性 拓扑 空间 必 是 正则 的 ， 

证 (9) 一 >(b) 是 明显 的 。 

设 10} 是 闭 集 ， 由 (TD 的 推论 ， 对 每 一 个 xXEX，x 半 0， 单 点 
集 {x} 也 是 闭 集 。 所 以 存在 9 的 环境 可 ~ 党 2}， 使 xEU，, - 邯 ` 
《有 7) 一 >(c7 
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… 还 要 证 Cc)=~>《)。 设 条 并 (0) 满足 , ' 则 四 必 满 足 TT 分 离 公 
理 。 事 实 上 ， 车 x 二 yg 为 居中 的 任意 两 点 ， 则 x -4#<0， 根据 条 件 
Ccy， 存 在 0 的 环境 口 ,使 得 x*-#EUV, 由 此 x*Eg+D, 即 4 的 环 
境 y+UU 不 党 %*,; 司 样 可 证 存在 x 的 环境 不 包 售 9. 从 而 式 镁 足 T, 
仙 离 公 理 。 根 据 (IWY, 即 知 并 是 正则 空间 ， 

注 ， 定 理 中 的 结论 还 可 羽 加 强 。 设 荆 是 线性 空间 , 是 它 的 
所 将 点 的 环境 的 全 体 , 令 六 = {Cx, |x*-9EWV, 则 四 x 芭 上 的 
江 子 B= {VIVEAX} 在 区 上 决定 一 个 一 致 性 结构 ， 而 它 在 XxX 上 
导出 的 拓扑 就 是 世上 原来 的 拓扑 .这样 , 每 个 线性 拓扑 空间 都 可 _ 
用 上 述 自 然 方 式 引 入 一 个 一 致 性 结 宰 而 成 为 一 致 性 空间 。 因 为 一 
臻 性 空间 一 定 是 全 正则 的 ， 所 以 分 离 的 线性 拓扑 空间 也 必 是 全 正 
则 的 ， RE 
“定义 设 所 A4cX。 如 果 对 每 一 个 x*EX, 必 有 正 数 no， 使 得 
对 一 切 的 人 [| 丢 jx 有 和 x EA， 则 称 丰 是 咀 妆 的 。 

也 就 是 说 : 对 于 天 中 的 任 一 方向 ,4 必 和 包含 此 方向 的 以 0 为 端 
点 的 线段 。 

(Y) 线性 拓扑 空间 中 0 的 每 个 环境 都 是 吸收 的 。 

:证 设 V 是 0 的 环境 ,x 是 外 中 的 任 一 元 ,由 于 0.%=0, 根据 
(ID 知 , 必 存在 * 的 环境 V。 和 正 数 6, 个 得 当 的 | 之 6 时 ,有 

AV CV 
从 而 | < 时， AxE NV 二 WV, 所 以 是 吸收 的 。 证 毕 。 

设 X 是 线性 空间 ,克己 和 XX。 如 果 对 于 一 切 绝 对 值 不 超过 1 的 数 
A 即 [| 所 1, 均 有 和 A 六, 则 称 盘 是 均 竹 的 Cbalanced)。 

定理 2 设 六 是 线性 拓扑 空间 , 则 对 5 的 任何 环境 VE ，, 必 
有 9 的 均衡 环境 上 CV。0 的 均衡 环境 全 体 组 成 0 的 环境 基 ， 

证 设 V 是 0 的 任 一 环境 . 由 (1 可知; 必 有 0 的 环境 六 和 
正 数 6, 使 得 当 从 js 时 ,有 

AVYICKY, 
作 和 集 / 


全 同一 些 基 术 性 质 1 区 
谣 有 UCV， 双 因为 0 必 和 人 ; 天 以 了 三 :而且 当 [a! 志 1 时 ， 
oa = | Vi CH, MVcD, 


下 
所 以 这 种 如 的 爹 体 妆 组 成 0 的 均衡 环境 基 。 
考虑 到 CI), 定理 结论 可 以 加 强 如 下， 
em 在 线性 拓扑 空间 中 ，0 的 闭 均衡 环境 全 体 组 成 - 0 的 环 
境 基 。 
由 上述 性 质 可 以 知道 如 果 YEY, 则 -Ve 所 以 X 点 的 
任 一 环境 也 可 以 写成 * 一 下 的 形式 ,如 果 加 是 均衡 的 ,网 UU= 一 UU. 
在 性 质 《JII) 中 ， 对 人 尾 一 的 环境 VeE%, 可 以 选择 UE; 使 得 
UUCY。 事实 上 ,根据 tI, 先 选 择 斌 EW, 使 妍 二 地 己 V. 根 
据 定理 2, 选择 均衡 环境 UCW, 则 / 
UU--U=U+UCW +WoV. 
同时 可 进一步 要 求 上 是 均衡 闭 的 。 在 以 后 具体 运用 时 ， 可 按 
需 选 择 不 同形 式 的 环境 而 不 特别 说 明 。 
线性 后 扑 空间 中 还 有 一 些 经 党 使 用 的 有 关 运 算 糙 质 ， 在 此 只 
给 出 其 中 一 部 分 的 证 明 ,其 余 的 留 给 读者 作为 练习 。 
设 关 是 线性 拓扑 空间 。 用 小 写 英文 字母 表示 扎 中 的 点 ! 用 大 
写 英 文字 母 表 示 X 中 的 点 集 . 用 和 4- 表示 集 及 的 闭 包 ; A 表示 4 的 
开 核 , 它 是 由 入 的 内 点 全 体 组 成 。 叉 用 少 表 示 。 的 环境 全 体 。 
Co (XX 二 六 )- = 十 六 
Ch4) = 3 
(hy A-+B C(tA+B)"s 
Cc) 设 品 是 开 集 , 则 在 +U 是 开 集 。 
证 二 +U=| XI 和 三 总 人 
集 , 而 各 +P 是 一 族 开 巢 的 闪 集 , 故 必 也 惟 天 集 。 0 
Cd) FB'CCA+ BY - 
证 出 (cc)》, 点 十 如 是 开 集 ,又 A+ BC AT， 被 基 
《#7) 如 果 世 ,也 是 站 中 的 商 个 紧 集 ; 则 忆 + DD 出 是 紫 的 . 
证 因为 C 和 也 是 站 中 的 紧 户 ,所 以 CxD 是 区 x 开 中 的 紧 
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集 。 作 职 照 Tt DP 和 + 加， 家 是 下 Xx 下 到 下 中欧 述 妾 映照 。 和 由 
于 集 C+D 下 紧 集 《x PD 在 连续 映照 下 的 像 ， 所 坟 必 是 紧 的 。 
Cf) A-= MN{A+trUUen}. 
证 因 鸭 xE 有 A 的 充 要 条 忻 是 x 的 每 个 环境 x 一 U (DEP) 
都 和 站 有 不 空 的 交集 , 即 xEA+tU, 所 以 A-= 门 {4+UIUE AW}. 
《9) 设 C 是 紧 集 , 口 是 开 集 ， 如 果 CCU， 册 存在 06 的 环境 
Ve nN, 使 得 C+VcU. 
证 因为 U 是 开 集 ， 对 每 个 xECy 必 有 0 的 环境 W。， 以 
x+ Wc 
由 (HD 站 ， 存 在 开 环 境 ViE.， 司 得 V+ 六 CW,， 因为 开 集 放 
{x FV IxEC)} eo 由 的 紧 性 可 选择 有 限 个 开 人 梨 x 十 
Ye =, 2 有); 使 得 : 


cc {Xt Ve 


令 Y = {Ve / 
网 rc 事实 上 ， 如 果 xEC， 则 存在 某 个 使得 xe 人 xs 十 
。 因 此 x+VCxy+Vat VCxt+ WcU. 证 毕 ， 
i 设 C 是 紧 集 ,F 是 闭 集 , 则 C+F 是 闲 集 。 
证 如 宁 x EC+F， 则 tx 一 Cc}NFEF= P29,， 即 x 一 CEP, 五 密 
示 了 的 余 集 。 由 (9), 存在 ye 少 , 使 得 : 
XC+ VCFr, 
即 是 (x 一 二 WNTF= 人 ,因此 人 从 而 得 


到 
EC+ Ey- 


这 各 是 说 C+E 是 闭 集 。 
必须 注意 , 如 果 只 庆 道 总 、 5 都 是 闭 集 ， 并 不 能 推断 和 4+B 是 
闭 上 集 。 但 以 后 可 知道 当 4 是 有 限 维 子 空间 ， B 是 闭 线性 子 空间 时 ， 
站 + 日 一 定 是 闭 线 性 子 空间 ， 
《Ti 2 和 折合 的 于 空间 的 闭 包 仍 是 头 的 了 室 间 * 特别 
是 ,tb 所 的 闭 包 是 一 个 闭 子 空间 。 
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(六 凸 集 的 闭 包 仍 是 同 集 ， 
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我 们 已 经 知道 ,向 量 拓扑 可 以 由 任意 一 点 的 环境 全 体 所 决定 ， 
特别 可 由 其 0 点 的 环境 全 体 .所 决定 。 如 及 已 知 向 是 折 扑 0 点 的 
环境 全 体 洛 , 那 末 任意 一 点 * 的 环境 可 以 由 .经 过 平移 而 得 到 ， 
其 全 体 为 = {如 +xjUE WW}。 线 性 拓扑 空间 关中 0 的 一 组 环境 
基 称 为 线性 拓扑 空间 的 局 部 基 或 向 垩 拓扑 的 局 部 基 。 蔷 上 的 任 一 
向 量 拓扑 是 由 其 局 部 基 记 唯一 确定 的 。 因 此 ， 很 卓然 地 提出 这 样 
的 问题 : 线性 拓扑 空间 的 局 部 其 有 什么 特征 ?也 就 是 怎样 的 子 集 族 
可 以 作为 这 上 的 某 向 量 拓扑 的 局 部 基 ? 回答 了 这 个 问题 后 ,就 可 
以 据 此 给 出 在 线性 空间 上 构造 向 量 拓扑 的 一 般 方法 。 

关于 向 量 拓扑 局 部 基 的 构造 有 如 下 宗 理 ， 

定理 1 设 互 是 线性 空 精 ， 如 时 多 是 某 个 向 时 拓 扒 的 局 部 区 
那 末 区 满足 下 述 条 件 ， 

《1 如 果 TYzEyYr ， 那 末 必 有 VEY 使 得 VCVNV。 ,， 

《23 对 每 个 UEY¥ ， 必 有 VEY 人 使 V+VCD, : 

C3) 对 每 个 UE 必 奉 在 VeY, 使 得 当 jaj 过 1.xE 开 时 ， 
avoU, z : 

(4) 中 每 个 集 是 吸收 的 。 z z 

反 过 来 ， 如 果 光 是 满足 上 述 条 件 的 非 空 集 族 ， 那 末 . E 上 必 奉 
在 礁 一 的 拓扑 ,以 fx+VIVE 7 作 为 点 < 的 环境 基 , 使 拓扑 
戒 为 号 上 上 的 向 量 拓扑 。 

“过 除 条 件 (1)~~( 人 外 ,如 果 还 满 羡 十 述 条 件 : z 

《5) [Y= {0}， 加 
则 充 要 条 件 为 拓扑 分 是 分 离 的 、 

31 再 . 加 采集 放 7 负 上 渤 条 体 (2)。 于 于 于 经 个 Ve 


及 正 整数 n, 必 存 在 VE ， 使 得 得 一 


- 
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证 令 Y=Yy@m, 由 (2), 依次 职 YOE or ;使 得 
VrVACYITD (iny, 
那 末 
VR Vm VV 


. 人 
3 个 2rm 个 


建 理 的 证 明 必要 性 可 直接 由 线性 拓扑 空 间 的 基本 性 质 鹤 
得 ， 
充分 性 : 设 瑟 中 集 族 y 满足 条 人 忻 (12w (二 ， 令 
Y= {txtVIVe i, 
首先 证 明 Fr (xEE) 在 上 可 以 党 出 一 一 个 拓扑, 只 需 验 证 ， 
(Ci) 如 半分 EY,; 那 未 人 = x+Y， 其 中 YEY。 根据 人， 
Y 是 豚 收 的 ,0eY, 这 样 ， 就 可 知道 。 “ 
We YY, 一 x= x+0Ex+V=W. 
《让 ) 对 于 任意 Wi、 WE Y,, 则 有 Vi、 Vi€EY, 使 得 Wi=x 
+ 7 全 :二 X 和 根据 (1 存在 VEY， 使 得 
VEViNV:, 


t 


念 镀 三 XxX+VE YY 出 可 
W =x+VCC+ VIN GV) = WN W,. / 
iiy 对 于 任意 WW=x+Ve ,入 据 (2), 存在 UE ,使 得 
UrUCV, 令 Wi=x+UEY,, 因为 0ED 从 而 
W=x+UCx+U+rUCx+V=W, 
知 果 1 YE 泵 ,出 由 于 
y+ UCx+U+UCx+i+V= WwW, 
该 WW 是 亢 | 中 尾音 一 点 的 环境 。 
所 上， YCxE EB) 作 为 x 点 的 环境 菇 可 以 在 E 寺 叭 一 好 定 
义 一 个 拓扑 结构 9  。 下 而 再 证 明 . 多 是 吾 上 的 向 量 插 扑 。 
首先 证 明 数 与 向 量 的 滋 积 运算 媒 连 续 的 。 令 y= kx， 我 们 机 
证 明 对 于 .% 的 每 个 环境 4+UE 和 sw， 必 存 在 Ye 六 以 及 正 数 9， 
使 得 当 上 ~X% <6 圭 ， 
sx DC 
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即 要 证 明 
(EAH CU, 
为 了 达到 这 个 目的 , 先 由 (2), 取 WeEY, 梧 W+WcU, 
出 G3), 先 取 信 jE ,使 得 当 ja 和 LI 时 ,有 
aW ccW, 
再 由 (4), 存 在 8 二 0, 使 得 x*EBW, 所 以 当 | 一 入 |< 8 = 9 时 ， 
(Hh— MxXE CG- AMBWCW. 
个 站 设 G<1， 取 足 吏 大 的 正 整 数 n，。 鸽 2*>> A|+1. 由 引 理 知道 : 
必 存 在 多 mmE 2 使 
WW 
2 -个 
再 由 (3), 存在 YEYy ,使 当 la| 志 1 时 ,aVCWWm ,因为 al< ha 
二 1; 所 以 ln |<, 有 
= KV 2wecw。 


这 样 , 当 jp | <5 时 ,存在 YEzy， 使 得 
hx tt VY} 二 X44 Ix+ nV 
z CxX+W+W :i+U, 
这 就 证 明了 数 秉 运算 CX, x)r>hx 是 连续 的 。 
加 法 运算 的 连续 性 可 以 由 (2) 得 到 。 联 + 站 的 尾 一 环境 x+ 
y+ UU EHD, 根据 (2), 存在 VEY 信人 于 是 x%*、Y 
的 环境 x+ WV、#¥+V 适 合 
C2 十 VEYEVCAEYTU 证 毕 。 
例 1 设 尺 是 线性 赋 范 空间 。 对 于 每 个 正 数 e， 作 和 集合 
West lcl<e， 
令 入 = {YY [a>0), 容易 知道 集 族 XY 满足 定理 所 设 的 条 件 ， 这 时 
由 决定 的 向 量 拓扑 就 是 尺 上 由 距离 P(x, 外 = x 一 中 所 导出 的 
拓扑 ， 因而 号 按 此 距离 导出 的 拓 扩 成 为 线性 拓扑 空间 ， 
例 .2 设 S. 是 一 个 由 无 限 个 元 组 成 的 集合 ,大 是 集 5 上 上 的 实 
. 全 雪 的 全 体 按 通 常 运算 组 成 的 实 线性 空间 , 设 : 
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D-= {fEX | 1 <r}, 
其 中 由 =-= sup |f( 攻 上， 这 里 大 = 允许 到 值 +c。 令 宛 = 人 ,J 


>0) ， 如 果 以 Yi = 人 +tU,lr>0} 作为 了 点 的 环境 基 ， 容 易 验证 
此 时 七 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 但 是 并 不 是 一 个 线性 拓扑 空间 。 七 中 
的 向 量 乘 以 数 的 运算 不 是 连续 的 。 实 际 上 ， 集 族 光 不 满足 定理 中 
的 条 件 (4)。 如 果 任 取 一 个 无 限 集合 {hs} Cs, 可 以 如 下 定义 一 个 
兴 值 消 数 fID EX, 

0 人 se py 


关 对 于 将 中 的 任 一 梨 嫩 ,, 对 任何 ^ 帮 有 和 NEU,, 这 表示 口 ,不 是 
吸收 的 。 | 

但 是 , 如 果 我 们 令 玉 ,= {f| 几 .< oo,fEX}, 则 XX 是 和 的 线 
性 子 空间 。 如 果 把 蔷 上 的 拓扑 限制 在 半 , 上 ， 那 来 定理 中 的 条 人 忻 
均 满 足 , 和 :成 为 一 个 线性 拓扑 空间 ， 

例 3 设 尺 是 实数 域 ， 按 通常 运算 成 为 实 线性 空间 。 大 在 只 
上 到 离散 拓扑 4, 那 未 尽 按 离散 拓扑 不 是 一 个 线性 拓扑 空间 。 这 
是 因为 同 量 扫 扯 0 点 的 每 个 环境 必须 是 吸收 的 。 当 RR 上 取 离 散 
拓扑 4 时 , 0 点 本 身 即 是 它 的 一 个 环境 ， 但 是 单 点 集 0} 并 不 是 吸 
i 

例 4 设 有 空间 RCQ), 0 表示 局 部 紧 丘 扑 空间 (例如 维 欧 
几时 得 空间 ), 则 Ra) 表 示 定 交 在 呈 上、 在 某 紧 集 引 等 于 0 前 实 
值 或 复 值 羡 数 x(t 人 的 全 休 。 通 常 称 第 

z {IE X(T) 0} t 
在 台中 < 前 闭 包 为 x( 引 的 支柱 。RC2) 妈 是 司 上 具 有 紧 支 集 的 实 值 
或 复 值 函 数 的 全 体 ， 设 4 表示 9 中 紧 集 所 成 的 集 族 , 令 
Uj,,= {XE ROW) ItE D> |x(t) [<e}, 

这 里 DE 4, e>0. 不 难看 出 ,f 记 njJDE 4, E> 外 浇 尼 定理 1 中 关 
于 祭 族 基 的 条 忻 ， 以 它 为 局 部 基 唯 一 地 确定 一 个 向 重 拓 拉 ， 俯 市 
R(83 技 照 这 个 向 量 拓 扑 成 为 线性 拓扑 空间 .注意 在 RCQ) 中 ,xu 
Xl 四 怕 示 团 数 到 {xs(t)) 症 28 的 每 个 紧 亿 上 一 致 收 侣 于 x 人 7 
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设 E 是 一 个 线性 拓扑 空间 ，5 是 的 子 集 。 如 果 对 于 每 一 个 
0 的 环境 UE, 存在 一 个 正 数 0, 使 得 当 Penn, ASCU, 则 
称 S 是 旦 中 的 有 了 采集, 

设 A,B 是 二 个 线性 空间 的 两 个 子 集 , 如 果 存 在 6>0, 使 得 当 
和 js 时， 妈 一旦， 则 称 集 妈 被 也 吸收 。 押 以 线性 拓扑 空间 中 的 

吉 S 是 有 界 集 的 充 要 条 件 是 S 被 0 的 每 个 环境 吸收 。 

在 线性 赋 范 3 证 = re 
设 EE 曰 一 个 线性 峰 东 空间。 | 是 R 上 的 范 数 ， 根据 $1 可 知 说 
CR, |- Es 令 

= (Vele> 0}, 

其 中 V,= {x | |xl <s)， em 点 的 环境 基 。 如 果 集 会 ACR 
被 0 网 每 个 环境 吸收 ， WU Vi= {x | dx <1) ,有 正 数 纪 ， 


使 得 04CCI, 从 而 supjxj < 3 zs 上 反之， 知 时 对 于 一 切 xE 有 A， 有 
上 zx 天 它 ， 册 对 0 点 环境 基 中 的 人 尾 一 环 壕 We， 取 3< 呈 ， 当 | 六 [< 上 


时 ，XACY,, 即 4 被 0 的 每 一 个 环境 吸收 。 
惨 性 拓扑 空间 中 的 有 界 集 的 概念 和 一 般 距 离 空间 中 的 有 界 集 
的 概念 本 质 上 有 很 大 的 区 别 。 距 离 空间 的 有 界 集 并 不 是 拓扑 不 变 
的 。 这 就 是 说 ,对 于 拓扑 同 蚌 的 两 个 距 离 ,相应 的 有 界 集 可 以 是 不 
一 样 徇 。 例 如 , 设 (R, p) 是 全 空间 为 无 界 的 距离 空间 。 如 果 令 
py 二 1 ;) 1 
1 ， 当 p(x, D>1, 
那 末 及 上 由 距离 ps 和 p; 所定 义 的 皂 扑 是 一 致 的 ， 而 因为 p1 拟 1， 
R 中 任何 点 集 关于 距离 p1 是 有 界 集 , 特别 是 , 全 空间 是 有 异 集 .这 
” 梯 ， 我 们 在 R 上 构造 了 两 个 决定 同样 拓扑 的 距离 p 和 p1, 但 是 对 
于 p 和 pi 有 着 不 同 的 有 界 集 类 。 在 线性 拓扑 空间 中 ,有 界 集 关于 
问 是 拓扑 是 拓扑 不 变 的 。 就 是 说 , 车 在 线性 空间 上 给 定 两 个 括 
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扑 等 价 的 向 量 拓 盾 ， 它 们 相应 的 有 界 集 必 定 是 一 样 的 。 这 就 使 得 
有 男 集 成 为 线性 拓扑 空间 理论 中 的 重 严 概 念 之 一 

在 线性 拓扑 空间 中 单 点 集 是 有 界 集 ， 这 可 以 由 0 的 每 个 环境 
是 吸收 前 这 一 赴 质 直接 推 得 。 另 外 ,部 果 夸 ,如 是 两 个 有 界 集 , 那 
末 丰 UU 如 也 是 有 界 集 事实 上 ， 对 于 了 的 每 个 环境 品 , 由 各、B 是 
有 界 染 ,存在 正 数 6 和 #2, 使 得 当 | 引 <ef 时 t 二 CU 丽 当 
tj<ez 时 FB8CU. 于 是 当 ti <minter, 57) 时, tAUY BCU, 


亲 祥 可 证 :有 有限 个 有 界 集 的 并 入 人) 入 ,是 有 界 交 .在 线性 拓 提 空间 
中 ,有 界 集 经 平移 和 相似 变换 所 得 的 保 4+x 及 入 A 仍 足 有 办 的 ， 
有 界 焦 的 线性 组 合 加 0,4, 是 有 界 的 ,有 四 你 的 均衡 六 包 是 有 办 


集 。 
十 还 1 , 设 昌 是 线性 招 扑 空间 中 的 点 集 ， sb nd 
是 模 互 等 价 的 : 
”Ca) 加 是 有 界 集 } 
《2 对 于 趋 于 0 人 的 任何 数列 《hs 以 受 点 桌 呈 审 的 任何 点 列 
txn} 可 维 得 和 xn 一 03 J 


OC 
《c》 对 于 点 集中 的 企 何 点 列 {x4} ， 均 有 区 5 一 0 
Eee 


证 Db) 设 U 是 0 的 任 一 环境 , 因 根 设 B 是 有 界 集 ， 
存在 s 5.0, 使 得 当 tl 和 时 , tBCU; 又 因 m0, 本国 当 
n>N 时 ， | 和 | 过 se， 所 以 当 n>N 时 ， 

A Xn hs BU, 
即 知 和 x 一 0， 

(9) 一 Cc); 是 显然 的 。 
| (0) 一 C0); 用 反 证 法 证 ， 如 果 条 性 Ce) 满足 ， 而 好 不 是 有 四 
集 ， 则 至 少 存 在 一 个 0 的 环境 了 ， 它 不 吸收 8. 以 0 的 均衡 环 境 
UCY， We 有 


~ B¢U. 
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事实 上 ,如 果 对 荣 个 自然 数 i, 有 1 BU, 由 如 的 均衡 性 可 知道 
对 于 一 切 j 和 |< 记 , 均 有 XBT.BCUCYV, 则 日 就 被 7 吸收， 这 
就 与 V 的 选取 相 饿 盾 . 让 此 ， Pg EB Un =1,2, 人 
Xn = A, 而 x EB, 而 z 

Xn= Yn EU (R=1, 2 ), 
这 本 是 俩 


1 Xt 
LF 


这 与 条 件 (C) 的 假设 相 巴 质 。 从 而 8 是 有 界 集 。 证 毕 。 

定义 ” 设 工 是 线性 拓扑 空间 XX 到 织 性 拓扑 空间 Y 了 的 上 映照. 如 
果 工 把 式 中 的 每 个 有 界 集 映 为 工 中 的 有 界 集 。 则 称 映照 了 是 保持 
有 界 集 的 ， | 
注 ， 在 此 应 强调 指出 ， 目 前 通常 闲 把 某 个 的 环境 瞻 汶 有 外 
集 的 线性 映照 为 有 界 的 。 显 然 ,有 界线 性 映照 必 是 保持 让 界 集 的 ， 
反之 则 不 然 。 当 羡 是 赋 范 窜 阅 时 ,两 者 是 一 致 的 。 考 虐 到 习惯 ,在 
本 书 中 , 直至 第 四 音 7 为止， 仍 把 保持 有 界 集 的 映照 简称 为 有 办 
的 。 

在 汉 西 分 析 中 曾 提 到 : 由 赋 范 空间 到 同 范 李 间 的 线性 喷 租 (让 
浆 为 线性 算 于 》 是 连续 喘 照 的 充 下 条件 是 有 界 的 。 在 线性 拓扑 空 
间 也 有 类似 结论 如 下 ， 

定理 2 设 工 是 线性 拓扑 空间 X 到 线性 拓扑 空 : 间 立 的 线性 映 
照 , 如 果 了 是 序列 连续 的 ,出 上 映 敬 工 是 有 界 的 。 

特别 及 ,连续 线性 映照 是 有 异 玖 。 ， 

证 设 A 是 XX 中 的 任 一 有 界 集 ,T 是 序列 连续 的 , 为 证 明 工 基 
有 界 的 ， 只 要 证 明 T& 是 线性 拓 补 空间 Y 中 的 有 界 集 ， 任 取 一 点 
列 {9) 之 TA, 则 有 xnEA, 使 矶 = Txn(n=1,2,…)， 因为 是 郁 
界 集 ,根据 定 更 1 中 的 (9) 六 (0》, 可 知 

im . 1 


nee 各 


.Xa 
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又 因 映 照 了 是 序列 连续 的 ， 从 而 得 知 
. a 二 T (Lx,)—0 Up 
责 根 据 定理 1 中 的 (c) eh (9), 即 知 TA 是 有 界 集 。 

出 于 连续 喘 照 一 定 是 序列 连续 的 ， 即 知 线性 拓扑 空 间 之 间 的 
连续 线性 映照 是 有 界 和 的。 证 毕 . 

由 定义 可 知 线性 拓 利 空间 中 的 有 界 集 概念 是 与 0 点 的 环境 
基 ， 也 就 是 与 向 量 拓扑 有 关 。 在 一 个 线性 空间 上 如 果 和 定义 了 两 个 
不 同 的 向 量 拓 扑 . 玉 与 7。 则 将 (XX, 久 》 中 的 有 界 点 集 妇 看 作 
CX, 人) 中 的 点 集 时 ,就 不 一 定 是 有 界 的 , 反 过 来 也 一 样 。 为 了 明 
确 起 见 , 我 们 经 常 把 例如 (CX, .7 ) 中 的 有 界 集 称 为 关于 拓扑 的 
有 界 集 或 有 界 集 。 下 述 结 论 是 很 重要 的 、 

系 设 .入 与 G ' 是 线性 空间 尖 上 的 两 个 向 量 拓扑 ,并 且 . 人 二 
Ee 那 末 X 中 关于 较 强 拓扑 7 的 有 界 集 一 定 也 是 关于 较 弱 拓扑 
的 有 界 集 . / 
”证 作 线 性 拓扑 空间 (XZ, .条 7) 到 (X, 9 ) 的 重 等 映照 

归 FaX 和 下。 
由 于 .天 筷 久 ,8 是 过 号 线性 映照 。 模 据 定理 2，9 是 有 界 的 。 由 
此 ,线性 拓扑 空间 (X, .z 7) 中 的 有 界 集 经 上 映照 6 把 它 看 成 线性 所 
盾 空 间 (XX， 洒 ) 中 的 点 桌 是 有 界 的 。 证 毕 。 

“由 于 赋 范 空间 之 间 的 有 界线 性 映照 必 是 连续 的 ， 所 以 在 线性 
空间 上 由 范 数 给 定 的 拓扑 可 以 由 它 和 的 有 界 集 爹 体 唯一 确定 。 但 是 
一 般 来 说 , 向量 拓扑 还 不 能 由 它 的 有 界 集 全 体 唯一 确定 ,有 界线 性 
觅 照 不 一 定 是 连续 的 。 

例 1 谈天 是 赋 范 空间 ,在 其 上 定义 范 数 -1。 由 范 数 .1 决 
定 的 指 盾 称 为 强 拭 站 f+。 设 XX’ 是 久 的 共 示 空 间 , 线 性 空间 XX* 上 除 
了 范 数 拓扑 外 还 可 以 定义 羁 拓扑, 记 为 0 CX, X'), 它 在 0 点 的 环 
境 基 为 

= 有， fo, SOI EN, E>0, RnEN}, 
其 中 Vf 二， 89 = {| Cx) | < IH) 1 < ee}, 
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内 3 3 定理 1 容易 验证 er 下 和) 是 世上 上 的 向 量 拓扑 。 按 oC ,XX") 
拓扑 一 xo 的 充 要 和 条件 是 对 每 一 个 JeEX', 有 fx,)->fxo)。 容 
易 汉 起 关上 的 范 数 拓扑 强 于 乙 拓 扑 , 即 二 cCXX) 。 于 是 由 定理 
2 的 系 ,区 中 关于 拘 扑 7 的 有 界 集 必 是 5(X X’) 有 界 的 。 反 过 来 ， 
若 集 S 是 oCX, X 有 界 的 , 则 对 每 一 个 fe X’, 有 
sup [fx) 二 ce。 


由 共 坞 定理 知道 ，S 必 是 强 有 界 的 。 所 以 区 中 强 存 界 集 和 和英 有 界 
集 是 一 致 的 。 但 是 ， 稍 后 可 知道 ,除了 和 是 有 限 维 的 情形 外 ,总 有 
o(X, X') 吓 *。 这 说 明 不 同 的 向 量 拓扑 z 与 o 可 以 有 相 辣 的 有 界 
集 。 

令 9 为 (CX,，o) 到 (X, r)》 的 便 等 吴 蛛 ,由 于 和 = 有 相同 的 有 
界 集 ,9 是 有 界线 性 映照 。 面 当 X 是 无 限 维 空间 时 , 由 上 面 记述 的 
0 年 r， 故 此 时 6 不 是 连续 的 。 这 就 是 一 个 有 状 线 性 有 映照 不 是 连续 
的 例子 。 
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类 似 子 距离 空间 的 情形 ，。 在 线性 拓扑 空间 中 可 以 引进 基本 定 
向 点 列 和 完备 性 的 概念 。 实 际 上 ， 这 些 概念 同样 可 以 在 具有 一 致 
性 结构 的 一 致 性 空间 中 引入 ， | 

定义 ” 设 尺 是 一 个 线性 拓扑 空间 ，{x。, aE .oz} 是 及 中 的 定向 
点 列 , 如果 对 于 0 的 每 个 环境 V, 必 存 在 mE .of, 使 得 

六 本 人 一 

则 称 人 ray EE wo 洁 一 个 基本 定向 点 列 CCauchy. net), Ee 四 

特别 是 ,如果 一 个 基本 定向 点 到 是 一 个 序列 {x,} 时 ， 
基本 序列 Cauchy Seguence)。 

CD 在 线性 拓扑 空间 中 收 熏 的 定向 点 列 (net》 必 定 是 基本 
的 。 

证 ” 设 {xs， aE sz} 是 线性 拓扑 空间 尺 中 的 定向 点 列 ， 并 且 收 
伍 于 'x， 即 xs 一 x。 对 于 0 的 性 一 环境 7, 出 $2 中 的 (111) 和 定理 2 
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可 即 道 必 存 闫 0 的 均衡 环境 口 , 使 得 UUCY. 对 于 x 后 的 环 
墙 x+ 如 ;内 于 x 一 x, 存在 .5 .of ,使 得 当 oo "时, 
XxX EE 二 UU, 
因此 当 c, oo 时 ， 
XK 人 YXO 二 二 3 一 (xe 于 了 )》 一 -UU Uy. 
所 以 x。 是 基本 的 。 

定 尽 设 民 是 一 个 线性 拓扑 空间 ， 如 果 对 于 及 中 的 每 个 苇 本 
定向 点 列 都 收 和 化, 则 乏 尺 是 完 音 的 《也 称 为 一 致 完 告 ]。 训 果 呈 让 
每 个 基本 序列 都 收 施 于 民 中 的 一 点 , 则 称 民 是 序列 完备 的 。 

明显 地 ， 尘 和 摆 的 线性 拓扑 空间 一 定 是 序列 完备 网。 但 是 反 过 
来 不 一 定 对 。 搬 如 设 及 是 一 个 无 限 维 的 Banach 空间 ，R’ 是 它 前 
共 斩 空 间 。 在 R' 取 弦 * 收 人 敏 拓扑 , 记 为 0(R’', R) 或 9*, 容易 知道 
CR， 0*) 是 一 个 线性 拓扑 空间 , 它 的 局 部 基 是 : 

Y= {Ux Kn ENA ER, E>0, nEN}, 
其 中 
UCxb ms Xn EY = | fxD <e, ., HOxs) ) < e} 

由 共鸣 定理 知道 及， 0*》 是 序列 完 效 的 ， 但 是 它 不 是 省 的 。 如 
果 用 R* 表示 愉 上 的 线性 省 般 全 体 ， 则 R' 特 R*。(R’, 0*) 可 以 看 
作 (R*。o*) 的 子 空间 , 且 是 稠密 的 。 由 于 CR?*，o%) 是 完备 的 , 由 此 
CR', 0*) 一 定 不 完备 , 否则 ， 由 下 述 (111) 也 可 推 得 R‘=R*, 而 这 是 
不 可 能 的 . 

但 是 ， 对 于 赋 准 范 空间 有 以 下 定理 ， 

定理 1 痒 列 完 备 的 同 准 范 空 间 是 党 备 的 。 

证 设 {X。, ae sz) 是 赋 准 范 空间 多 中 的 基本 定向 点 列 , 用 归 
纳 法 可 以 取 到 一 列 (R= 1 2 0w 守 54_19 使 当 G、 a 计时， 


1 
xo 一 Xe < 


今 急 =xows 则 {9,} 是 一 个 基本 序列 。 由 假定 , 了 X 是 序列 完备 的 , 必 
存在 xEX, 使 得 x。 下 面 证 明 x。>x, 对 于 任意 给 定 的 8>0， 


到 充分 大 的 N， 使 得 N> 二 ,并且 1 一 x 上 < 也 ， 则 当 a>ax 时 ， 
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1 ge 
jx 一 zx < lx 一 sr1+ lyr —*l< 


所 以 X% 一 x, 天 是 完备 的 。 证 毕 。 

(JI》 设 是 线性 拓扑 空间 XX 到 线性 拓扑 空间 了 的 连续 谎 性 
上 映 照 ,如 果 {x<, we of} 是 站 中 基本 定向 点 列 , 那 末 它 的 像 {i(%o)， 
GE 0 必 是 了 中 的 基本 定向 点 烈 

定义 ” 设 和 是 线性 拓扑 空间 工 的 子 集 ， 如 果 对 于 和 中 的 每 个 
基本 定向 虑 列 必 收 伍 于 各 中 的 某 点 ， 则 称 入 是 定 备 的 。 如 果 对 于 
上 中 的 每 个 基本 序列 必 收 黎 于 和 4 中 的 某 点 ， 则 称 自 是 序列 完备 
. :网 

《II 完备 的 线性 拓 盾 空间 ZX 的 闭 于 和 集 态 是 完备 的 。 反 之 ， 

如 果 线 性 拓扑 空间 芒 是 分 离 的 ， 那 来 开 中 的 每 个 完备 子 集 生 一 定 
是 闭 案 。 四 

证 ”前面 的 辣 论 可 由 定义 直接 推 知 。 反 之 ,， 设 区 是 分 离 欧 线 
性 拓 盾 空间 ， 那 未 每 一 个 收 敦 的 定向 点 列 只 能 有 一 个 极限 点 。 设 
xs 六, 则 必 看 在 一 个 定向 点 列 xX。wE A, 使 得 

lim Xx, = Xs, 

根据 (1), xr 是 4 中 的 基本 定向 点 列 。 由 于 和 是 完备 的 ,xe 必 收 全 
于 和 丰 中 的 某 点 x, 则 由 极限 的 唯一 性 ，x6 ==xXE 万 , 即 知 妈 是 闭 集 。 
证 举 。 

这 个 简单 的 性 质 是 完备 性 最 重要 的 性 质 之 一 。 对 于 完善 的 分 
高 的 线性 拓扑 空间 , 子 梨 克 完备 的 充 要 条 件 为 克 是 网 染 .。 

CY) 在 线性 拓扑 空间 中 ,每 个 基本 序列 fw} 是 有 界 的 。 

证 ”在 {fxs} 中 任 取 一 列 点 , 容易 知道 它 仍 然 基 一 个 基本 序列 ， 
所 以 不 妨 仍 记 作 {xr}, 根据 $ 中 的 定理 1， 为 要 证 明 {x。} 是 有 界 
舍 , 只 要 证 明 


Xm0 (PH 一 co )。 
设 Y 是 0 的 尾 一 了 环境， 根据 3 2， 在 在 0 的 均衡 环境 UU， 使 得 U +- 


UCV。 由 于 {Xs} 是 基本 序列 ,存在 NN, 使 当 fnmN 时 ， 
| xm 一 Mn。 然后 对 夯 定 的 局 Xn 取 范 分 大 ， 性 当 nN’ 时 ， 
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二 ME 也， 则 当 H> max CN，N'》 时 ， 


二 一 x xX) CU + UcCY, 


所 坝 lim 二 xs= 0。 证 幸 。 


这 里 要 注意 的 是 线性 指 息 空间 中 一 般 的 基本 定向 点 列 不 一 
定 是 有 界 的 。 

过 义 ” 设 芯 是 线性 拓扑 空间 ， 如 果 其 中 每 个 有 界 的 基本 定向 
成 列 必 收 伍 于 并 中 的 一 点 ， 则 称 天 是 让 办 完备 的 《或 称 拟 完 音 
的 )。 

兴 似 地 ,对 把 集 么 也 避 以 引入 有 异 完备 性 。 

容易 知道 完备 的 线性 拓扑 空间 是 有 界 完备 的 。 根 据 (IY》 知 
道 ,' 有 办 完备 的 线性 拓扑 空间 是 序列 完备 的 。 由 定理 1 可 知道 ,对 
于 如 准 范 空间 这 三 个 概念 是 一 致 的 。 但 是 一 般 说 来 ， 相 反 的 包含 
关系 不 一 定 对 ,可 以 给 出 反例 . 

设 (X, TT) 是 完备 的 线性 拓扑 空间 ， 旭 东 将 向 量 拓扑 减弱 或 加 
强 ， 那 玉 线 性 拓扑 空间 的 完备 性 就 不 能 保证 。 但 是 有 下 面 所 述 的 
重要 年 理 ， 

定理 2 设 多 与 罗 是 线性 空间 X 上 的 两 个 向 最 拓扑， 县 7 
二 ,并且 潍 足 如 下 条 人 忻 : 关 于 向 量 拓扑 3 ' 存在 0 的 一 个 环境 基 
,全 六 中 的 每 个 9 的 环境 关于 向 量 拓 扑 .六 是 闭 集 (序列 闭 的 ; 有 
界 闭 的 )。 如 果 集 SCX 关于 多 是 完备 的 (序列 完备 有 界 完备 )， 
那 末 8 关于 问 量 拓扑 “也 基 完 省 的 (序列 完备 :有 界 完备 )。 

证 设 {%; 是 5S 中 的 关于 .9 “的 基本 证 疝 点 询 , 因 为 .9 7 二 3 ， 
由 (1 知道 txr} 也 是 关于 招 扑 .8 的 基本 和 定向 点 列 。 根 据 仍 定 , 5 
关于 5 是 完备 的 ,所 以 存在 一 个 点 a&5, 使 得 


有 


如 要 证 明 S 关于 了! 是 完备 的 ,内 要 证明 xx 一 一 a 邯 可 . 
设 品 是 关于 新 扑 0 的 环境 基 人 中 的 任 一 环境 ， 因 为 {x 
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关于 了 是 基 术 的 ; 所 以 必定 存在 WwW, 性 得 当 w。 > 时 ， 

XxX — XoEU, 
根据 假设 ,0 关于 拓扑 3 是 闭 集 。 对 上 商 的 式 子 关于 对 xp 取 辍 


上限， 由 于 xp- 过. > 性， 得 到 
0 一 i Ur=U., 


出 当 ove 时 ,xo a€E5D, 即 证 明了 Xx。 之 >4。 证 毕 ， 

对 于 序列 完备 的 相应 结论 的 证 明 是 类 似 的 。 如 果 考 虑 到 关子 
了 7! 的 有 界 集 关于 较 绚 拓扑 一定 也 是 有 办 的 ,同样 可 以 证 明 有 
界 完 备 情 形 的 入 应 结论 。 

系 ” 设 线性 空间 XX 上 的 向 量 拓 扑 .F 与 .多 /满足 定理 2 中 
所 述 的 条 件 。 如 果 关 于 .877 的 基本 定向 点 列 {x,} 按 拓扑 ,有 


x, -二 >a， 则 必定 有 x, -二 >a。 

册 上 述 讨论 可 以 看 到 ,关于 线性 拓扑 空间 完备 仁 的 一 些 叙述 ， 
是 和 申 离 空间 十 分 相似 的 。 但 是 庶 该 措 出 ,严格 地 讲 , 线 性 拓扑 空 
河和 的 完备 性 械 念 和 距离 宝 间 的 完备 性 概念 是 不 同 的 。 线 性 拓扑 空 
间 中 的 基本 定向 点 列 为 是 指 对 于 每 一 信 YE.f， 存 在 m， 使 得 
当 9, 妈 闻 用 时 ,xa- xoEy。 而 矩 离 空 间 中 的 基本 定向 点 列 是 指 ， 
对 于 任 一 8>0, 能 找到 5, 使 得 当 oa of 着 om 时 ,pxoy Xr) 三 Ee， 即 
Ma COGtxury £8), 至 于 和 一 Xow 是否 属于 OC0, 2》? 是 不 知道 的 。 便 
妨 ， 实 直线 及 按照 通常 拓扑 是 一 个 完备 的 线性 拓扑 空间 。 如 果 在 
尼 上 另外 定义 一 个 距离 ， 

px $= larc tg x—arc ty), 

出 由 距离 a(x, %2》 定义 的 拓扑 和 直线 上 原来 的 拓扑 是 一 样 的 。 查 
是 , 如果 把 (R, p) 奸 作 距 离 空 间 , 并 不 是 完备 的 , 事实 上 , xn = 是 
其 中 的 基本 点 镜 , 但 是 并 不 收 人 和合。 不 过 ， 如 果 线 性 拓扑 空间 关上 
的 辣 量 祝 扑 可 以 用 一 个 平移 不 变 的 拟 距 离 给 出 ， 所 谓 平移 不 变 的 
所 上 距离 是 指 对 于 每 一 个 X%, VY 5E 不 ,必定 有 


省 pm WD) = px tz +42), = COU) oo 
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这 时 ， 由 定义 容易 知道 ， 线 性 拓扑 空间 蔚 是 完备 的 光 要 演 忻 是 ， 
(区 , PP) 是 完备 的 愤 离 空 间 。 

在 此 磺 便 指出 ， 在 距离 空间 中 完备 性 概念 不 是 一 个 拓 护 概 
念 ， 这 一 点 可 以 从 上 面 所 述 的 例子 看 出 来 。 而 在 线性 拓扑 空间 
中 ; 完备 性 是 一 个 拓扑 概念 ,这 殉 由 定义 直接 得 知 。 

对 于 线性 拓扑 空间 有 下 面 的 完备 化 定理 ,从 本 质 上 说 ,是 把 线 
性 拓扑 空间 用 作 一 致 竹 空间 进行 完备 化 。 

定理 3 设 R 是 一 个 线性 拓扑 空 间 ， 则 民 必 可 完备 化 。 也 就 
是 说 ,在 在 一 个 完备 的 线性 拓扑 空间 互 , 使 R 间 构 于 名 的 一 个 称 
密 子 空间 。 并 且 R 的 完备 化 空间 尺 在 同 构 意义 下 是 唯一 决定 的 ， 
证 1) 设 Ri 是 R 中 的 一 切 基本 十 同 点 列 的 全 体 。 在 Ri 上 
规定 线性 运算 如 下 s 设 = {1% GE oz ERIt 为 一 数 , 定 义 

th= {tro, GE cf. 
量 然 弛 EE RI,。 如 法 运算 定 闵 如 下 ， 设 &= {x aE .ff}，1= {Xp， 
BE 织 } 是 尺 中 的 两 个 基本 定 问 点 列 , 属于 Ri。 作 梨 
X= {0, 有 oE of, BE GB}, 
规定 序 关 又 如下， 
Eo BE CEI, PE, BPY, 
显然 YX 者 是 定向 半 序 集 。 作 定向 点 列 
入 = {xot Kas Co 月 EX i}, 

下 面 证 明和 和 ERI。 事实 上 ， 对 于 0 的 任何 环境 VEY, 必 存在 
UE.W, 使 得 U+UCV。 由 于 {Xo}、{X8} 是 基本 定 问 点 列 , 必 存 在 
oeE .0 、 内 E 赵 ,使 得 

当 wo 六 人 上 时， -Xr EU 

当 B.B 守 Bo 时， Xp 一 XpEU., 
因此 , 当 Ca, Bj 衬 (00, Bo)、 C0 ,BCom, Bo) 时 ， 

CX RY — CX HRY NX x NI EU +UCV., 
从 而 入 是 基本 定向 点 列 ， 所 以 ER。 定义 入 =€+W。 容易 验证 
Ri 是 一 个 线性 空间 。 

或 们 在 Ri 中 引进 等 从 关系 上品 ， 如 果 有 YE RI, 而 总 ~ 是 民 


85 完备 性 . a1 


中 收 人 第 于 0 的 要 本 定 由 点 烈 ， 则 称 & 和 全 等 价 ， 记 作 呈 35) 。 
为 撕 述 闸 倡 起见 ， 我 们 把 Rl 中 凡是 等 价 的 元 看 作 是 同一 个 元 崇 、 
实际 上 , 印 是 考虑 只 按 上 的 商 线性 空间 。 容易 知道 ,如 果 总 一 1， 
£2 一 D2， 网 线性 组 合 051 + 了 Es 一 21 十 bm。 这 样 相 及， 上 仍然 可 以 
定 久 上面 折 述 的 数 弱 和 加 法 ,成 为 一 个 线性 空间 ， 

2) 我 们 在 及 上 引进 拓 扯 如 下 ， 设 了 是 只 中 0 的 任 一 环境 ， 
s= 1Xes GE .4 是 并 中 这 样 的 元 , 存在 0 的 环境 UEVCR) 以 及 
oq .ml 使 得 

{XC leo} + UCV. 
记 这 种 的 全 体 为 VV。 易 知 如 果 &EV, 而 2&5, 则 NEY. 

设 荐 尺 中 属 的 均衡 的 开 环 境 的 全 体 组 成 的 环境 基 ， 令 

党 = IVEY}, 

下 面 验 证 R, 中 的 集 族 多 浦 足 8 3 的 定理 1 中 万 述 的 条 件 。 其 
中 条 性 (1)《2)(3) 是 比较 明显 和 的 。 下 面 验证 条 件 (人; 任 联 VE Fy,. 
其 中 VEY ,对 于 Ri 中 的 任 一 元 和 = {XosyaE oA} E Ry 需 证 明 Y 吸 
收入 、 在 线性 拓扑 空 间 民 中 ,VE A。 必 窑 在 避 EW 使 得 Ur+U+ 
UcCV、 由 于 {Xo} 是 基本 定向 点 列 , 故 必 在 在 m, 使 当 

oO XU, 
对 于 xs， 因 为 如 是 丸 中 的 吸收 集 ， 故 必 存 在 6>0， 使 当 | 专人 0 
时 ， 
tx EU, 

不 妨 取 5 志 1, 所 以 当 上 | 近 6， 县 oag 时 ， 


txXo= Xo + iX No CU +U, 


出 此 z z 
{fixe aa + UCU+U+UCV, 
辟 当 |t} <= 时 ， , 
th {tx GE of } EV, 


根据 3 定理 1，Ri 中 存在 唯一 的 向 量 拓扑 多 ,使 Ri 成 为 一 
个 线性 拓扑 空间 ,并 且 以 学 作为 0 点 的 环境 基 。 


各色 第 一 音 ”线性 拓扑 空间 


3》 我 们 作 匡 到 Ri 的 映 招 PP 如下， 对 每 个 XERR, 任 取 一 个 定 

向 党 of ， 作 定向 点 列 X = {Xas SE 2 }, 其 中 xX =X%*; 0E ef, 令 
1 XEyX, 

易 知 中 是 民 到 (RR}) 呈 Ri 的 代数 同 构 映照。 下 面 证 明 浊 是 尺 到 
pCR) 的 拓 捉 映照 ,其 中 pCR) 看 作 CR1, 了 ) 的 子 空 同 ， 

对 于 每 个 VEY， 只 要 能 证 明 pV =Vqg(R), 就 可 以 知道 9 
是 扣 扑 映照 ， 事 实 上 , 役 xEV, 因 下 是 开 的 ， 故 必 在 在 We, 使 
x+WCV, 因此 {x =x|jaE w+ WCY, 即 知 xEV, 从 而 PCV 
CVYpCR)。 反之 ,如 果 xXER, 而 XEVY, 那 末 xXEV， 由 此 pC(VD = 
VpR). 

#4》 现在 证 明 pCR) 在 Rl 中 是 称 密 的 。 审 实 上 ,如 有 果 人 性 取 = 
{Xe; QE 0} ER1， 对 于 Ri 中 0 的 环境 YeE 淮 , 其 中 VENCR)， 
取 UEY, 使 得 U+UCY. 由 于 x。 是 基本 定向 点 列 ， 均 必 存 在 
gs 使 得 

o> CU 

因此 {x 一 Xo laa} + UCU4UCV， 有 即 知 XX 一 &EVP, XEE 
+V, 所 以 (E+ 他 站 pCR) Wp(CR) 在 民 | 中 秽 窗 ， 

5) Ri 是 完备 的 。 设 {< ,weE cp} 是 Ri 中 的 基本 定向 点 列 ,由 
pCR) 的 稠密 性 , 对 于 每 个 YE 芳和 aE oz， 邦 在 Xla 入 ER, 使 

有 ~— Xta, 全 V, 
在 中 规定 序 关系 如 下 
VCY, eV , 
则 宛 成 为 一 个 定向 半 序 集 。 作 定向 点 列 &€= {x tc 询 ，(cyY)》 Eo 
x 和 Y}。 先 证 明 &ERi, 事实 上 ， 对 任 一 UE ,存在 WE 使 
W+iW+W+iW+WOU, PUO=W+W+W, VU,=U+W. 由 
于 1 是 基本 定向 列 ， 存在 WE mf, 柄 当 &， > 时 ， 二 一 
sse W. 又 因 六 是 均 衔 的 , 故 当 (cf VY Ca, Y 7 (0m, 依 ) 时 ， 
Xa 一 (a) = (Eo - So) + (Eo 一 xfe 二 
+ 《Xu 的 一 把 ) E 凡 + 嫁 二 证 性， 

但 是 根据 3)， 9p《R2Ui = 9 所 太 Xaf) 一 Xta$) EE CD, 即 
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EER,. 

由 于 of 关 % 时 , {Xe 和 ) 一 Xia 1a Wag， Wy} + WEU, 
+W=U,, 所 以 Xta EEU2, 因而 当 cr > 时 ， 

有 mE= Er — Xo) FX -SEW+UCU. 
所以 收 化 于 ER 是 完备 前 。 

6> 根据 1 一 57， 线 性 拓扑 空间 已 同 构 于 完备 线性 折 扑 空间 
Ri 的 稠密 子 空间 9 (R)。 令 并 = Ri， 即 为 所 求 ， 

7)》 唯一 性 证 明 , 设 只 有 两 个 完备 化 空间 Ri, Rs。 尺 | 的 竹 密 
子 空间 Ri 同 构 于 及， 有 Rs 的 秽 密 子 空间 已 : 同 构 于 玉 。 设 Ri 到 Rs 
的 辐 构 映照 为 f, 首先 证 明 了 能 连 继 延 拭 为 尽 上 的 连续 线性 映 
照 。 设 xERi, 必 存 在 *%E Ri, 使 >x。 由 于 了 是 连续 线性 映 
照 ,可 知 了 (x,) 是 愉 ; 中 的 基本 定向 点 列 , 因 为 天 :是 完备 的 ,Kx 在 
尽 . 中 政 敏 ,定义 玉 到 R; 的 映照 

Fx) = lim fx,). 
这 个 定义 建 一 意 的 。 如 果 对 于 x, 男 有 Xx， 则 和 一 区 -> 由 二 
的 连续 性 可 知 
Hxe) — x) = {Xn ~ KI) 0, 
从 而 / 
lim f(x = lim fx,), 
容易 知道 x) 是 Kx) 的 线性 扩张 ， 

下 面 证 明了 在 RR 上 是 连续 的 ;由 于 了 在 Rl 上 是 连续 的 ， 对 
于 R， 中 0 的 任 一 闭环 境 U, 让 在 VE (RD), 使 当 xi,、xzERi 且 
xi 一 xzEY 时 ， | 

fxi) — fxs) EU, 
对 V 取 均衡 环境 镀 EN (RD) 熏 W+tW+tWCV, 则 当 x、 x* 
ER XxEW 时 , fx) — f(x EU., 替 实 上 ,对 于 XX 、xo， 
可 取 民 | 中 的 定 问 点 刑 Xv、 使得 一 XX 一 交 ;。 由 此 存在 Ha, 
ves 鸽 当 六 同时, 有 和 一 XE WT; 当 YY 宇 Ww 时 ,有 和 -XE WW。 则 
当 CH V0) 时 ，, z 
+ 
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由 FF 的 取 法 知 Xxp) 一 X,YCU。 丸和 由 于 如 是 闭 的 , 即 推 得 

了 (xi = Fxa) = lim (Kx — fx,)) EDV, 
由 此 推 得 7 了 在 尺 . 上 是 均匀 连续 的 。 同 样 可 以 证 明 人 六! 二 9g 可 以 症 
拓 为 民 ; 到 中 的 连续 线性 映照 8. 于 是 9* 了 是 RR 到 RR 的 连续 线性 映 
庚 。 由 于 :7 在 Ri 上 的 限制 是 恒 等 峡 照 , 以 及 Ri 在 RR 中 是 条 
密 的 , 得 知 9. 了 在 整个 尺 上 是 恒 等 映照 .同样 可 以 知道 f-9 是 RR 
上 的 恒 等 映照 。 这 就 证 盟 了 了 是 Ri 到 Rs 上 的 拓扑 同 构 映照 , RR， 
和 六: 同 构 , 民 的 完备 化 扩张 有 在 同 构 意 义 下 是 只 一 确定 的 ,证 
和 

最 后 ， 可 以 从 定理 证 明 中 看 到 ,站 是 尺 的 最 小 完备 化 扩张 ， 也 
称 为 尺 的 完备 包 ， 

干 面 的 结论 不 难 椎 得 。 设 商 是 及 的 完备 包 。 多 是 尺 中 心 的 任 
意 一 组 环境 基 。 则 帘 = {可 ,UE YY}， 其 中 可 是 U 在 家 中 的 闭 包 ， 
是 正中 0 的 一 组 环境 基 . 

证 按照 本 定理 证 明 中 的 2), 作 密 = 但， 0 多 ) 则 窜 和 光 
一 样 也 是 及 中 0 的 一 组 环境 基 。 由 定义 知道 

UCUc U, 
即 知 多 是 及 中 0 的 环境 基 。 / 

注 ”这 一 结论 还 可 以 由 第 二 章 #$1 的 定理 3 前 证 明 得 到 。 
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我 们 已 经 知道 在 总 范 空 间 中 对 于 线性 子 空间 可 以 作 商 空间 ， 
对 于 线性 后 扑 空 间 也 可 以 建立 类 似 的 概念 . 

设 避 是 线 恰 拓扑 空间 , F 是 上 的 线性 于 空间 ,在 中 规定 等 价 
关系 一 如 下 :如 果 x~yEF, 则 称 x~y. 容 易 知 道 这 样 定 羡 的 “~* 
是 一 个 等 从 关系 , 换 各 话说 , 它 满 足下 列 三 个 条 梓 ， 

1) x~x 人 《 自 反 性 》3 
(2) 5X 一 由 一 -> 4 ( 对 萄 性 》， 
(3) x*~y 且 82 一 xx 一 《传递 性 )， 


#5 次 拓 站 和 拓扑 多 各 库 
我 们 把 元 入 也 /一 记 为 B/P; 把 xe EE 所 在 的 等 价 类 记 为 x , 在 商 
集 E/P 中 规定 线性 运算 如 下 ， 
x+ Y= Xx) Ax CX) CaeEK). 
容易 知道 ， 上 述 运 算 有 确定 的 意义 。B/F 按照 这 样 规定 的 线性 运 
算 成 为 线性 空间 , 称 汶 关于 PF 的 商 空间 。 容 易 看 到 B/F 中 的 霍 
向 量 是 了。 把 中 的 元 x 到 相应 等 价 类 xEE/F 的 映照 记 为 


a: XHyX, 


9 称 为 商 映 照 , 也 称 为 E 到 高 空间 E/F 的 典型 喘 照 。 在 EB/F 上 定 
义 一 个 使 得 8 为 连续 映照 的 最 粗 拓扑 多， 称 为 BE/P 上 由 9 决定 
的 话 导 拓 盾 。E/F 中 的 集 吕 关于 拓扑 了 是 开 集 的 充 要 条 件 为 
6-!KD) 是 互 中 的 开 集 。 关 于 说 集 也 有 同样 的 命题 成 立 。 因 为 吾 
是 线性 拓扑 空间 ,可 以 知道 到 E/F 的 典型 映照 8 是 开 的 , 即 把 至 
中 的 开 集 映 成 B/F 中 的 开 集 。 事 实 上 , 若 和 是 互 中 的 开 集 ; 则 为 
了 要 证 明 6(4) 是 BE/F 中 的 开 集 ， 只 须 证 明 9-1(6(4)》 是 E 中 的 
开 集 。 因为 


0-1C8CAY)=A+FR=[ | (A+x), 
下 三村 


它 是 开 集 之 和 , 所 以 也 是 天 的 。 册 此 可 知 一 个 党 鼠 是 芋 /R 中 的 开 
集 的 充 要 条 件 为 芝 是 王 中 的 开 集 经 0 野 照 的 像 . 下面 证 明 拓 扑 . 耻 
是 问 量 哲 扑 , 并 且 称 拓扑 8 为 商 拓 赴 。 以 后 如 不 另 作 说 明 ， 在 商 
空间 E/F 上 总 是 周子 商 拓 扑 .F 丽 成 为 一 个 线性 拓扑 空间 . 
定理 1 商 空 间 E/F 上 的 拓扑 了 是 癌 量 括 
证 因为 是 线性 拓扑 空间 ， 取 区 为 E 中 09 点 的 由 均衡 环境 
组 成 的 一 个 环境 基 。 令 集 族 
B= {O00 Ue YY}. 
网 BAF 中 的 集 族 绍 满足 3 中 的 定理 1 所 述 的 条 件 。 宴 实 上 ,如 
果 和 UY eV)E 织 , 其 中 如 VE, 因为 站 是 线性 拓扑 空间 的 局 
部 基 , 必 存 在 WEY, 使 WCUNTY, 则 9CWDIC98c0)N 由 6cV). 考 
堪 到 如 果 V4VCU, 册 8CV)+90CVYC8CD0)。 条件 C3)(4) 也 是 容 
多 验证 的 。 从 而 ,在 E/F 上 可 以 唯一 并 让 一 个 向 重 折 扑 .87 它 
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以 过 作为 局 部 基 。 下 面 证 骨 .z "就 是 商 折 扑 2， 

把 4 看 作 百 到 《EAE, 32》 的 线性 跌 照 ， 取 YE 号 ， 刚 存在 
UEY, 使 得 V=6U0)，, 因为 

OVY=0-M000))=U+ FoU, 

所 以 是 EE 到 (CE/F, .I 的 连续 映 腿 , 但 是 因为 了 是 使 8 为 连续 
的 EJ/F 上 的 最 强 拓扑 ,所 以 FCF 

另 一 方面 , 出 于 对 于 每 个 YE 多, HCV)E 过 ,也 就 是 说 ，8 把 
E 中 0 的 每 个 环境 映 成 (E/F,. 人 中 全 的 环境 ,所 以 8 一定 把 开 集 
映 为 开 集 ， 邯 是 一 个 开 映 铬 。 则 由 下 面前 定理 就 可 知道 ，CE/F， 
9) 到 CE/F, .人 的 恒 等 映照 是 开 映 照 , 由 此 .FC 己 .I 1', 即 得 了 = 

。 定 理 证 毕 。 

注 由 上 面 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ，E/F 上 的 商 拓扑 是 使 
得 8 敬 是 连续 映照 阅 时 又 是 开 映 厄 的 雄一 拓扑 ， | 

定理 2 设 E 是 线性 拓 扩 空间, PF 是 上 的 线性 子 空间 , E/P 是 
高 线性 拓扑 空间 ， 乡 是 商 例 照 。S 是 B/F 到 拓扑 空间 局 的 映 恨 ， 
则 3 是 连续 的 《或 开 欧 ) 充 要 条 件 是 :5; 9 是 玉 到 亿 的 连续 (或 开 
的 ) 蜡 照 ， 

证 设 S 是 E/F 到 侣 的 连续 映照 , 这 一 事实 等 价 于 对 于 妇 中 
的 每 一 个 开 亿 人 镀 , 其 道 像 5-1CWD) 是 B/F 中 的 开 集 。 充 要 条 件 是 
91.S-!Cw) = (3.9)-1Cw2? 是 吾 中 的 开 集 。 由 此 ，S 是 连续 映照 的 
充 要 条 作 是 :5.:9 是 到 GQ 的 连续 映照 。. 关 于 开 觅 照 的 相应 结论 同 
样 可 以 得 到 。 

注 1 设 E 是 分 离 的 线性 折 扑 空间 ，F 是 E 的 线性 子 空间 ， 
yo 上 的 商 拓扑 一 般 不 能 断言 是 分 离 的 。 但 是 有 下 述 缚 论 :， BAE . 

名 的 充 是 避 移 所 1。 事实 土 , 如 果 均 拓扑 空 
间 E/F 是 分 离 的 ， 则 稚 类 (0} = ntTIreE 琴 ) 等 价 于 F= 门 {P+ 
WjWey}, 根据 82 中 的 基 机 运算 性 质 ( 轨 知道 三 = 由 {F+W| 
WEY)}, 所 以 F =F, 就 是 说 EB/P 是 分 离 的 充 要 条 件 为 F 是 闭 的 。 

注 2 设 E 是 线性 拓扑 空间 , 令 F= {10})-", 则 F 基 上 前 闭 线 性 
子 空间 。 令 是 F 的 代数 补 线 性 子 空间 ,如 果 在 F 上 取 平 凡 拓 站 ， 
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G 上 取 的 相对 拓扑 ( 即 B 上 拓扑 在 G 上 的 限制 ), 则 EE 拓扑 同 构 
于 GxF， 其 中 G 是 分 离 的 线性 拓扑 空间 ，E/F 尘 G, G 称 为 的 
过 斯 道夫 CHausdorff) 商 线性 拓扑 空间 ， 

基于 上 面 的 讨论 ， 还 可 以 把 商 拓 扑 的 定义 写 得 更 一 般 一 点 ， 
设 X 是 线性 拓扑 空间 ，Y 是 一 个 线性 空间 , 了 是 X 到 了 上 的 线性 
陕 照 ,在 Y 上 定义 一 个 使 得 1 为 连续 映照 的 最 精 向 量 拓 扑 , 称 为 了 
上 的 商 拓扑 , 记 为 Qf， 同 定理 1 的 证 明 一 样 ， 可 以 知道 Y 上 由 了 
决定 的 诱导 拓扑 是 一 个 向 量 拓扑 ， 也 就 是 Y 上 的 商 拓扑 ，f 称 为 
X 一 《(Y, Qf) 的 商 映 照 。 可 以 知道 , f 是 连续 的 又 是 开 的 映照 。 如 
果 f 是 一 一 映照 , 则 了 是 政和 (Y, 2 力 间 的 拓扑 同 旺 英 照 ， 所 以 商 
哆 照 可 以 看 作 拓 扑 同 肘 映 照 的 推广 ， 是 天， @Q 六 间 的 开 同 态 。 
如 果 记 FF= {xEXI1Cx)= 0}， 容 易 知道 X/F 和 《(Y，98 人 7 是 辐 构 
的 如同 定理 1 的 注 所 指出 的 *Y 上 的 商 拓扑 是 使 了 既是 连续 又 是 
开 的 映照 的 唯一 拓扑 。 商 映照 可 以 看 作 连 续 , 开 的 线性 上 觅 照 ， 

定理 3 设 X、Y 是 Frechet 空间 ,网 锋 一 个 从 天 到 Yi 的 连 
续 线 性 映照 1 是 商 映 照 。 | 

证 ”由 开 爱 和 照 定理 即 可 知 ， 

定理 4 赋 准 范 空间 的 商 拓扑 空间 是 赋 准 范 空间 。 

证 设 (X, 站 有 至 疗 ， 了 是 区 到 线性 空间 Y 上 的 线 
性 岗 照 。 对 于 每 个 VEY, 令 

[yl = inf {x | y= fx)}. 

下 而 先 验 证 上 .上 是 了 Y 上 的 贼 准 范 ， 首 先 , 很 容易 知道 和 全 六 
0; 10 有 = 和 以 政 半 -2 有 = 和 3 有。 其 次 有 Iw+zj 志 y+ zh*。 事 
实 上 ， 对 于 任 一 e>0， 取 xuEX， 使 y=HD，z=fo， 且 满 
足 


[lvl rte, Nol < hz e, 
则 由 ¥+x= f+ 知 ， 
ly+ zh to le + fol < dyl’ + lz + 2 
出 的 随意 性 知 ， 
- y+ zl le + 20". 
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还 要 验证 : 设 bf 及 Ts 一 下 /一 0。 由 已 验证 的 结论 得 
: | Sn — ty gn D+ — vl’, 
取 wex, 使 多 = 8), 出 

I — iy Tin 0. 
婴 站 ;了 有 联 称 EX, 全 的 一 #= CW》; 并 且 


A 
-+ 二 


则 ||1~>0。 由 赋 准 范 空 间 是 线性 拓扑 空间 而 二 是 有 界 集 ， 所 
以 [in 1—>0。 由 此 
icy — Dt 0. 

即 知 0 从 而 1:1 是 YY 上 的 赋 准 范 ， 

下 面 还 要 证 明 Y 上 由 上 :上 导 出 的 邦 扑 印 是 商 招 扑 ， 这 只 须 
验证 三 关 -=KY [ [是 开 的 连续 映照 。 

设 在 其 中 xn->x， 则 由 定义 

, Ws) ~ FO) = Pfcxs — x Exo — x ->0. - 

所 以 1 是 连 释 的 。 下 面 再 证 朋 f 了 是 开 的 。 令 避 是 中 任 一 开 江 ， 
在 KGD) = {f(x), xE} 中 任 取 一 点 P=9)，9EG， 因 GG 是 开 
集 , 存 在 6>0, 使 得 OC0, 2}ycCG, 其 中 O(a,8)= {x1 lx-al<e}， 


下 面 证 明 O(5, 各 )= tyEY | ly-bl < 各 }CfCG), 即 知道 1(G) 


是 开 集 , f 是 天 上 映照。 事实 上 , 如 时 4#E of b， 万 ): 可 取 wEX, 使 
一 五 = 并且 


iIwl<ly-bl'+ 3<e, wrtaeoOla, eco, 


yjfCw+a7eEfGYy。 证 上 毕 。 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 
定理 5 赋 拟 范 空间 的 商 空间 是 赋 拟 范 空间 ， 
我 们 必须 注意 这 样 的 事实 。 完备 线性 拓扑 空间 的 商 空间 不 一 
定 是 完备 的 。 但 是 对 于 完备 的 赋 准 范 空间 , 它 的 商 空间 一 定 也 是 完 
备 的 .还 可 以 证 明 完备 线性 拓扑 空间 吾 的 豪 斯 道夫 商 B/{0}- 一 定 
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是 完备 的 。 事 实 上 ,根据 注 2，E/{0}- 绊 QG。 如 果 呈 是 完备 的 ; 由 
E 实 {0}* xG 知道 局 是 完备 的 。 

定理 6 完备 冉 准 范 空间 的 商 空 闻 是 芜 簿 的 ， . 

证 设 在 定理 4 中 (区, 1 四 是 完备 的 髓 准 范 空间 ， (Y, 1 人 > 
是 由 了 导出 的 商 空 间 。 设 {组 } 是 Y 了 了 中欧 一 个 基本 序列 ， 用 归纳 法 
选取 一 州 自 的 数 Ns, 满 导 Mai>gakR= IT， 2，…)， 使 当 则 、fen 
Nasl 时 ， 


1 
ym — Yo < mre 
全 20 = Ys 1 = Yay, — aas ss T= Hap Wa 出 zn) < 
对 每 个 各 EY, 选取 XE 流 , 使 得 


Hxy) -4 并 且 . [x < [z, ”十 加 4 
则 [x 上 < zi-Y。 根 据 这 个 部 分 和 序列 沁 xs 是 X 中 的 基本 点 列 及 
由 X 是 完备 的 ,存在 xEX, 使 得 局 x, 一 x, 则 由 了 的 连续 狂 , 有 
gy Szs= Bx) = (Dx) >f%). 
前 me 业 4 让 Lt 

也 就 是 说 ， 刀 有 一 个 子 序列 ys 收 敦 。 易 知 纪 也 收 人 证 到 同一 点 
x)。 太 而 CY ,1 是 完 各 的 。 证 举 . 

分 离 的 完备 冉 准 范 空 间 称 为 Frechet 空间 。 关 于 这 种 空间 有 
下 述 的 系 ， 

系 ”Frechet 空间 关于 闭 子 空 间 的 商 空间 是 Frechet 空间 

还 应 注意 ， 线 姓 折 扑 空间 EE 的 子 空间 可 以 不 是 E 的 商 新 扑 空 
闻 ， 但 是 如 果盘 是 吾 的 可 补 的 子 空间 ， 即 存在 一 个 拓扑 补 子 空间 
B, 使 得 E= 4@B。 这 时 入 同 移 于 B/B， 也 就 是 说 4 是 三 的 商 空 
间 ， 

陈 了 商 拓 扑 外 ,如 果 验 定 了 一 族 线性 拓扑 入 间 , 还 可 以 构造 拓 
扑 炽 ,也 称 为 来 各 空间 。 

设 (Rs Te)(a€ 4) 是 -- 族 线性 拓扑 空 间 ,R= I R。 是 站 上 如 


RE 
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对 形状 的 函数 全 体 ! 
加 GE 二 Ma Re (aE A), 、 
也 可 以 记 作 x 三 (Xa)。 按 遂 常 运 算 成 为 线性 空间 。 -如果 在 RR 上 
赋 以 如 下 所 扑 : RR 中 性 一 点 < 的 环境 基 是 出 如 下 集合 全 体 组 成 ; 
U=11 WwW.,, 
其 中 除了 有 了 有限 个 足 标 ly yp rp 如 让， 有。 及， 而 Wi=1,2, 
四 分 别 是 Ro 中 x 的 环境 ， 容 易 验证 这 定义 了 一 个 拓扑 。R 
于 赋 以 这 样 的 拓 拭 称 为 《Re Te (ae 六) 的 拓扑 积 。 如 果 民 e= 3 
KE 由 7， 刚 尺 。 的 拓扑 各 可 以 记 为 SS = 上 Re- 
R 到 Ro。 上 的 映照 Pus Xr>xo 称 为 由 型 投影 映照 。 和 容 易 直 接 验 
证 ; 尺 上 的 乘积 拓扑 是 呈 上 使 得 每 一 个 PCaE 4) 都 连续 的 最 粗 
拓扑 。 且 容易 验证 如 下 性 质 : 
《al 任意 个 线性 拓扑 空间 的 插 扑 积 是 一 个 线性 拓扑 空间 # 
(2 设 Re ae A) 是 一 族 线 住 拓 乓 宝 癌 , 及 = 了 TR。. 则 的 完 
备 包 及 是 R。 的 完备 化 空间 RR。 的 拓扑 积 : 
R=J1R.. 
证 {xt} 是 尺 中 的 基本 定向 点 列 的 充 要 条 位 十 {x 
(ze 如 是 Re 中 的 基本 定向 点 列 。 记 以 末代 是 完备 的 线性 拓扑 


空间 。 容 易 证 阴 及 = TIR。 在 人 ,中 是 稠密 的 。 由 完备 化 空间 的 唯 
一 性 即 知 只 宇 IR。 证 毕 ， 


$ 7 连续 线性 泛 画 。 。 站 全 了 
在 泛 务 分析 中 , 赋 范 空间 上 可 人 Cpe ) 
但 是 对 于 一 般 的 线性 拓扑 空间 ,在 第 二 章 中 将 给 出 例子 ,可 以 不 存 
在 尾 何 非 0 的 连续 线性 泛 函 。 本 节 中 的 讨论 将 不 涉及 连续 线性 泛 
函 的 在 在 性 ,而 只 指出 它 的 一 般 性 质 ， 
科 吾 是 线性 拓扑 空间 , f 是 上 的 线性 泛 函 ， 由 线性 容易 知 


§7 连续 线性 芝 浅 是 


连续 的 充 要 条 件 是 1 在 0 点 连续 。 同 时 ,连续 线性 泛 函 必 
一 致 习 讶 。 就 是 说 对 于 每 个 E>0, 必 存 在 中 的 环境 ,便当 
x YEE, HEX- yEU 时 ， 
[fe — Tn | < ee, 

因此 ,对 于 线性 拓扑 空间 上 的 连续 线性 泛 六 有 重要 的 延 扼 性质。 

定理 1 _ 设 ! 是 线性 拓扑 空间 三 上 的 连续 线性 证 刺 ， 吾 的 完 
备 化 空间 为 吾 ， 则 于 可 以 唯一 地 延 拓 为 起 上 的 连续 线性 泛 函 了 了. 

证 ” 设 xE 王 , 则 存在 E 中 的 点 列 x,->x，x, 是 中 的 基本 定 
河 点 列 。 因 为 子 是 王 上 的 连续 线性 泛 画 , 所以 必 一 致 连续 。 对 于 
每 一 个 >0, 必 存 在 中 0 的 环境 杏 , 使 得 

X.YEE, Hx-yEU SY [fx) ~ HD) < ee, 
由 于 % 蚌 基 本 十 问 点 烈 , 必 存在 Vo, 使 得 
. VV VX EU. 

所 以 当 V ,VW 守 vo 时 ,| fx) 一 fx 二 sy 这 说 朋 fix,) 是 基本 的 ， 
所 以 必 存 在 极限 , 令 


f Cx) =1im f(x,). 

这 样 的 定义 是 唯一 确定 的 。 事 实 上 ,如 果 男 有 XxX,E E, xs*X。 
则 x 一 x%,->0, 由 连续 性 得 到 

Hx — Tx) = fx — Xx,)—0, 

所 以 [im fix) = lim iCx,). 
说 明了 (x) 的 定义 是 确定 的 。 容 易 知道 ,了 是 证 上 的 线性 泛 ， 并 
且 是 了 的 延 拓 , 即 xEB 时 , 了 (x)= fx)。 

下 面 证 明了 在 避 上 的 连续 性 ， 任意 给 定 ep>0， 由 于 了 在 E 上 
的 限制 , 即 1 是 连续 的 , 必 存 在 互 中 0 的 环境 U, 使 得 当 x、 YEE, 
县 x-yEU 时 ，|Kx? 一 克拉 1 < es。 对 于 U， 取 巨 中 0 的 均衡 环 
境 了, 使 得 

V+V+Vco. 

则 和 当 
xX, XE E, Xi1— XE VHT, | 天 xi 一 xz < ee, 
填 实 上 ,对 XX, 2， 取 和 各、X,EB, 使 得 xX 一 xi Xo 一 xX 必 在 在 pe、 
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Le 

pie x EV VW EY 
则 当 Kn 二 (CHo， V0) 时 ， 

Na X= Xa— XR XX EV+rV+VoU, 
从 古 [fx x) | < 8, 
对 上 式 取 极限 ,得 

lf x) ~ 大 xz)| = lim |fexy) — fC) |<#。 
即 fCx) 在 上 上 上 一致 疾 续 。 证 毕 ， 
. 注 eed leg nn 
以 的 延 招 性 质 。 设 了 是 线 1 : 
线性 峡 照 ， 则 工 必 可 延 拓 为 光 到 多 的 连续 线性 映照 ， 其 中 这 之 人 
别 是 X、Y 的 完备 化 。 
下 面 的 年 理 给 出 了 线性 江 冰 连续 的 一 些 等 价 条 件 ， 


定理 2 设 于 是 名 空 则 吾 上 种 不 恒 为 0 的 线性 证 末 ， 
出 下 列 条 件 均 是 等 价 的 ， 


C4) 了 是 连续 的 

C5》 了 的 0 空间 NC = {x|fCx) = 是 闭 的 

Co) NOD 在 中 不 是 稠密 的 ; 

Cd》 了 在 EE 中 的 某 一 个 环境 上 有 界 ， 

Ce》 在 中 哥 在 某 非 空 开 席 U0, 使 得 KD) 是 数 域 必 中 的 真子 
尘 ; 

CO 2) 的 实 部 Reftx) 是 连续 的 。 

证 《0) 一 -> (2)s 如 果 了 是 连续 的 ， 因 为 {0} 是 数 域 中 的 闭 
集 , 而 Mi = 了 (0), 由 连续 函数 的 基本 性 质 ,N( 由 是 闭 的 。 

Cb)==>《c); 用 反 证 法 证 明 : 如 果 NCf) 在 瑟 中 是 稠密 的 , 册 根 
据 (5), NC 站 = BB。 这样 将 有 1=0, 这 和 假设 矛 填 。 

《0)= 屯 (0): 因 为 NC 有 不 在 EE 中 秽 密 , 则 必 存 在 点 x 和 0 的 某 
均衡 环境 口 , 使 得 x+ 与 CD 不 交 ， 那 末 可 以 证 明 fCU》 是 有 
界 的 。 事 实 上 , 如果 DU) 无 界 , 因为 是 均 奖 吸收 的 ， 故 UD) 必 
须 是 整个 数 域 K， 于 是 必 可 取 到 一 点 WEU, 使 fn)= -fx)。 这 
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祥 , fcw+%)= 682++x)=0, 但 提 据 口 的 选 吏 ，(4t+x) 关 9, 产 
生 蔬 盾 . 
(一 (9)， 邵 果 玫 在 9 的 菜 环 境 U 上 有 界 , 设 当 xEU 时 ， 


| 筷 M。 对 任 一 2>0, 当 xE EU EN 时 ,|fCx) | < 二 e Dfx) 


在 0 点 连续 ,及 而 是 连续 的 。 

(Ga)= 一 >(2) 基 明星 的 。 

(Ce) 一 > (Cc); 设 UU 是 开 祭 ,CD0) 是 数 域 路 的 真子 集 5, 珠 4€ES， 
则 站 DU = 斤 , 即 六 19) 在 BE 中 不 是 稠密 移 。 根 据 了 是 不 恒 为 
0 的 线性 泛 孙 ,可 已 取 到 加, 使 入 x0) = 4, 从 而 

fi) -x0= 14100), 
由 于 在 线性 拓 盾 空间 中 , 胖 移 是 拓扑 间 肚 轴 照 ,由 此 可 知 ， 广 区 0) 
也 不 是 在 瑟 中 和 狗 密 的 . 
《<>C0)s 如 果 令 r(x) = Ref(x), 则 容易 验证 
大 区 一 PC 一) 
这 样 ， f(x) 的 连续 性 与 Kx 的 连续 性 是 等 价 的 。 

篆 ”线性 拓扑 空间 中 的 超 平 面 ,如 不 是 闭 的 ; 则 必定 是 在 线 手 
拓扑 空间 中 向 帘 的 、 

这 可 以 由 定理 中 的 (b) 生 >(c) 推 得 。 
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定义 ” 设 忆 是 线性 空间 ,又 是 虐 离 空间 ，p 是 吾 上 的 距离 , 并 
且 按 9 导出 的 拓扑 成 为 线性 拓扑 空间 ， 则 称 忆 二 级 性 距离 空 
间 。 

因为 距离 空间 满足 第 一 可 列 公理 和 Te 分 离 公 理 , 记 以 级 性 版 
离 空 间 也 是 满足 第 一 可 列 公理 和 Te 公理 的 。 在 后 面 的 定理 2 中 ， 
将 要 和 证明 这 也 是 线性 拓扑 空间 是 线性 蝶 离 空间 的 拓扑 特征 。 

定理 1 设 E 是 线性 空间 , 又 是 距离 空间 ，p 是 E 上 的 不离， 
则 6E, py) 是 线性 距离 空间 的 充 要 条 件 为 ， 回国 


寺 笑 - 第 一 音准 性 拓扑 空间 
Ci) Bd {CBE, oh EE, 用 mp ,x0 = VR lm Pr 
Yo) = 下 时， 必定 有 
lim px 十 Yo, xe + Yo) = 0. 
《iiy 0 当 XxEEBE, 数列 和 ,一 0 和 肘 ， 
lim PiAnX, 0) = 0., 
当 数 列 {%} 有 界 ， Wx CE, Hm pex,, 0) = 0 时 ， 
lim pilM, Kn, OO} 0. 
证 条 件 的 必要 性 可 以 从 线性 拓扑 空间 的 定义 得 知 , 今 以 CD 
为 例 求 证 明 ， 证 Mn J ND, oteE, Hm px,, Xp 一 心 # limp Cy 
#4) = 0。 租 据 3 1 中 的 式 (1), 对 于 Xo+ 的 环境 
U = {2, plZ, Xo Ho) < EF, 
人 有 xo 的 环境 也。 以 及 i 的 环境 口 ,., 使 
US +U ,CU. 
因为 Xo 一 Xo Yn>Y0， 故地 存在 自然 数 NN, 使 当 n>>N 时 ， 
Xn UD, 2 评 U,., 
所 以 当天 > 三 时 ,Xx td EU, BH pCOX, + Yr, xe 十 go0) <3。 
以 而 lm pCxs + Xo+ Yo = 0, 
充分 性 南 CD 可 以 推出 加 法 的 连续 狂 ， 由 Ki (ii 可 以 推出 数 


习 的 连续 性 。 今 以 后 者 为 例 来 详细 推导 ， 
设 煞 一 “03 了 上 中 移 元 和 一 250， 即 PCxny 大) 一 一 中 ， 由 iY 知 


b 


Mr 


lim PCX Xs 0} = 1) 
出 Cii》 59) lim phxXn — x0), 0) =0, C2) 
再 由 (i) 4) 知 lim p(s 一)xo, 0)= 0。 : 
鼎 f《i7 遇 道 Him 六 (sa 一 MgXo, 0 =0, 


再 由 (i》 即 得 lim (An 和 ny MNJ = 0 
如 果 数 条 是 不 过 续 的 ;. 则 人 有 数 加 和 XE 雇 玉 xs 的 汗 
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境 二 ,存在 和 如、xs， 全 对 一 要 的 坟 ， 
| — Nol < 二 ， p (xy Xo) < i, 
但 是 入 XE 如 这 时 向 一 加 ,xn>6， 由 上 面 的 证 明知 应 有 
lim pO Xn hp Xo) = 人, 


这 上 与 加 各 EU 于 盾 , 所 书 数 怀 是 连续 的 。 证 替 ， 
定 你 ” 设 关 是 线性 窑 间 互 上 的 一 个 上 距离， 如果 对 于 一 切 x、 
yeEE, 满足 下 述 等 式 ， 


于 外 pix—y, 0)= p(x, ). 3) 
则 称 p 是 乐 变 距 离 。 / 
如 果 对 于 一 切 数 | 下 专 1, 都 有 
让 (4 


就 称 关 是 均 竹 的 。 由 上 式 易 知 当 则 | = 1 时 ,p(tx, 0)= p(x， 09。 ， 
设 吾 是 线性 空间 ,又 是 距离 空间 ， p 是 E 上 的 距离 ， 容易 验 
证 ,Pp 是 上 均衡 不 变 蝶 遍 的 充 要 条件 为 ,在 瑟 上 行 在 这 锐 NMCx)， 
适合 


(iNOS0, B NGX) = 0€—yx= 0 : 《5》 
tii) NOx + ENGX) + NG!} 6) 
(iii) 当 [| 1 时 , NCOtx) NCX), (7) 


使 得 pCx, 0) = Nex)， 
系 设 瑟 是 线性 空间 ,又 是 距离 空间 , 且 寂 上 的 距离 是 均衡 不 . 
变 的 ， 册 五 基线 性 虐 离 空间 的 充 要 条 性 为 : 对 于 每 个 xXEEB, 当 
As 一 0 时 ， 
Lim PCAa x, 0) = 0。 (8) 
证 ”六 要 性 是 显然 的 。 z 
充分 性 : 若 记 满足 系 中 所 设 的 条 件 , 由 定理 1, 只 要 验证 其 中 
的 茶 件 4i2《 下 妆 ?如 可 。 
设 Xe Xp Yn Yo EE, lim plxn, x0) 一 0 lim pl2%,, Yo)= 0, 


则 lim p Cxn + Wns ot Wo) = Tm p(x ~ x + (Wh — Vo, 0 
得 一 站 下 一 ， 二 
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lim pCX, — Xo, 0 + lm p(y — Yo, 0 
= im p(X Ke) + lmp co, #02, 
即 ( 泣 成 立 、 其 次 证 (ii)b)， 根据 ?是 个 变 距离 ,容易 知道 ， 对 任何 
自然数 阅 , 有 
pfex, OI kpCx, 0), 
当 数 列 ( 久 } 有 界 时 ， 不 妨 设 对 某 自 然 数 ,有 | 和 ,| < 《n=1, 2， 
…)。 贡 由 话 是 均衡 不 变 的 , 从 而 有 


pM xr， OV Skep (Se xo, 0 ) kp (xy 0)。 


出 此 即 可 得 到 (i125), 证 毕 。 
定理 2 设 呈 是 线性 拓扑 空间 , 而 且 满 尼 Te 公理 和 第 一 可 列 

会 理 ， 册 在 三 上 一 定 存 在 一 个 列 衡 不 变 距 离 p， 合 吾 上 的 拓扑 为 
由 导出 的 。 A 汪 ) 
证 让 设 { 人 ,ws n=1,2,:*…} 是 EE 中 0 的 一 组 环境 拭 。 由 $2 
中 的 定理 2， 必 在 在 0 nl 0 ， 透 合 Ta:CYi， 双 由 和 2 中 
的 作 质 人 ED ，, 逢 在 0 的 均 癸 环境 UU，,， 使 如, + UCU,NV,。 同样 
有 本 选取 0 的 拘 衡 环境 ;, 使 得 Uy+DsCUsNVs,:…， 这 样 继 续 
下 去 ,就 得 到 0 的 一 列 均衡 环境 (可,, n=1, 2,…} 适 合 

z Un+UracCcU,. n=1)., tH) 
并 且 UsniCVon, 所 以 {0,, n=1, 2,…} 也 组 成 9 的 环境 基 。 由 
于 互 满足 To 公理 ， 根 据 82 中 的 定理 1 可知 ,， 瑟 必 满足 工 公理 ， 
对 瑟 中 和 插 一 x 郑 0， 必 存在 VE 使 XEV， 所 以 必 有 某 U。， 使 
xEU,, 夏 


DU,= 10}. C10) 
青 作 0 条 询 衡 环境 U, (f= 0, 一 1 ， 一 忆 ， ee 屡 UU 
二 UU, 对 一 茹 1 成 立 ， 屋 邵 可 以 到 UU, = UtU, HO), 
2》 令 索 为 形 如 : . 
r= > ey 2x 二 人 或 1 cli) 
的 正 数 全 体 ,对 每 个 形 如 (11) 的 数 r, 作 集 : 
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Ucr) 一 起。 十 Bn 1U n+ 二 十 Bi as， 


OD) 当 |X| sisre 吕 时 ,AUCmDCUCr)i 
ii》 池 rr、rzE 融 对 ,CC TUCOIOCUC +r )s 
(Ci) 当 rF rr Ur CUrre), 


Civ) Um»=E. z 
事实 上 , (由 Us 的 均衡 性 可 得 知 。 
Gi) 证 :由 于 (9) 式 对 一 切 成立 ,所 以 
exU (地 二 )+atD (二 )cU (sm 喜 + 台 高 可 
(Kx=0, 土 1， 2 (12) 
反复 应 用 (12), 即 可 知道 ,n= 疡 i 引 - 训 -时 ， 


Uri) + Ur,)= >3 贡 (2 U( + ek a) 


cD (es 六 “DB + 避 


CUtr 十 六 2 
《 末 税 证， 当 阅 、PmE 吕 , 雪 户 肝 ,由 (人 7)， 得 
Ur + Ur CCU, 

因 壮 Ur UCr,)Y, 

(iv 证: 由 (< 拉 式 对 一 切 # 起 江 , 可 郑 

2nU7 2 22 Ue 

由 于 0 的 环境 D 是 琢 收 A 欧 ， 记 以 对 和子 尾 何 xEE, 必 存在 83>V0， 
使 当 | 六 | 志 9 时 ,2xEUJ， 联 在 充 分 大 ,使 27" 志 6, 出 27"xE Us 即 


1I . 
EE 2 UD 


3) 由 (iv》, 对 每 个 xx 了, 必 有 rE 囊 ,使 xEDCr)， 因此 可 作 
EB 土 的 函数 和 NOD 如 下 。 
Nx) = nf {fr ixEUC), rE MM}, 
出 有 CW: NOOO2>0,; 而 NOX) = 0 拓 2= 0 
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《vi 当 中 委 1 了 时 ,NGN 

Vi NGOXLT + Xa) ENCGX) + NCOXa), 

上 举 实 上 ,N(xX) >0 是 显 热 的 , 因 对 任何 reE 纺 总 有 EDC)， 
所 以 NC0) =0。 反 之 , 车 NCx》 =0、 刚 对 任何 自然 数 上 ,上 必 有 r, 司 
r< 一 ,并 且 #xEDG)， 由 Kiii) 知 道 , xE 吕 (去 )=D， 出 《10) 
得 x=0。 即 得 (v)。 

《vi 由 (可 直接 推出 。 

《vii) 证 ; 设 x1、 x2E EE, 对 任何 正 数 e， 必 有 六 E 吕 ,使 

Fe<Nexs) + Ee, XEUrs) 一 工 ， 2), 
因此 ,根据 (ii), x + Xs Ur Lrc ro 全 
NEXT + Ka) Er + ro NOXY t NOG) + 22, 
令 2-=0, 即 得 (vii)。 

由 CV 、CY)、CYiDD 可 知道 ,如 令 Px, 外 = NCx 一 护 , 则 PP 是 
E 上 药 鬼 生 不 合 距 离 ， 

4) 再 证 明石 中 的 拓扑 基 岂 2 时 出 的 ;为 此 记 

Oxo, = {x| NGX— Xo) <e}, 


先 证 明 (viii):0(0, 六 -Us CO(0,aT)(=1, 2,…》. 
事实 上 ， 当 xEU:, H， XDA 六 9 eo (or). 反 


之 ， 如 xcEOf0 


3 所 以 有 FE 锅 ,r<-- 使 
xEUCr)。 再 由 (111) 知 , XEU(- 认 -) = Us, 即 证 得 (viii). 
下 面 证 明 OQ40,2) 按 照 中 的 操 扑 是 开 集 ， 事实 上 ， 如果 x%E 
O00, 6), 选 取 k, 使 而 <e 一 P 《xo,0), 则 由 Cviii), 可 扒 知 
Xo Ux 十 o(o, ai ) S000, ey), 


因此 Oc0, 2) 基 E 中 的 开 集 。 寻 任何 EB, OO, 22=y+000, 6) 
世 是 所 中 的 开 集 ,所 尽 由 p 导 出 的 拓扑 出 王 的 拓扑 能 。 
反之 , 设 了 是 互 中 的 开 集 , 任 取 Xa VY, 因 沟 {Xot+U， k= 1, 


$8 线性 距离 室 伺 才 吕 
2, …} 是 oo 点 的 环境 基 ， 必 存在 Kk, 使 加 +UCV， 四 (Yiii)， 有 
of Xo 让)=X0+O(0, 万 Ds Hi) Exo+UrCV. 


所 以 下 按 导出 的 拓扑 也 是 开 集 ， 即 由 呈 导 出 的 折 扑 比 吾 的 拓扑 
强 ,所 以 这 两 个 拓扑 是 一 致 的 。 证 毕 。 z 
例 1 设 宫 是 [0, 1 上 的 全 体 可 测 函 数 〈 儿 平 处 处 相等 的 两 
个 函数 看 作 同 一 个 元 素 ), 按照 通常 的 线性 运算 , 仿 成 为 一 个 线性 
空间 。 在 名 上 定义 虐 离 p(x, 角 如 下 : 
* 
ptX, YY) = 了 Tr Dy drt, z 
出 显然 2 是 名 上 的 均衡 不 变星 离 。 由 验证 定理 1 的 系 中 的 条 件 即 
可 知道 它 按 p 成 为 线性 距离 空间 . 
定理 3 设 B 是 线性 距离 空间 , 其 上 的 距离 > 是 平移 不 变 的 。 
如 果 丰 是 中 的 有 界 祭 ， 那 来 必 有 有 正 数 C 合 得 对 一 急 的 xE 友 ， 有 
px, O00 i, 
”证 作 E 中 0 的 环境 V= {x|p(x, 0)<1}, 由 于 4 是 有 界 集 ， 
4 被 了 吸收 , 必 有 正 数 9, 使 得 当 | 和 | <6 时 ， 
A 


歌 自然 数 > 六, 则 当 xE 4 时 ,二 xE 元 4CV,， 即 以 这 ,0j<1。 


但 是 由 于 a ptk Y, a PLY 0)， 所 以 当 xE 和 时 ，， 
plxs Oko(E OEE 证 毕 。 
但 是 一 般 来 说 , 定理 3 的 道 命 顾 不 一 定 对 。 即 如 果 ASB, 而 
且 sup P(x，0)< co 时 ,4 不 一 定 是 有 界 集 . 例 如 在 例 寺 中 , 对 全 空 
间 ' 仿 ，sup pP(x, 0) = 1。 但 是 必 显 然 不 是 全 中 的 有 界 集 . 事实 上 ， 
不 会 是 有 界 集 。 否 则 ,对 于 任 一 点 xE B, 因为 x= 二 nx 一 0, 将 得 
i 


出 五 中 的 每 一 点 xx= 0。 这 和 假设 不 符合 。 
出 定理 2 可 知道 ， 每 一 个 满足 第 一 可 列 公 理 且 分 离 的 线性 拓 
We 
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外 空间 名 定 可 以 下 化 ， 即 其 上 的 打折 可 以 由 一 个 均 和 不 由 
离 P 给 出 , 令 
NOOD= p(X, O07), 

则 Nx) 是 一 个 分 离 的 赎 准 范 。 记 以 在 讨论 满足 第 一 可 列 公 理 生 
分 离 的 强人 性 拓扑 空间 或 者 线性 距离 空间 时 ， 可 雇 把 它 署 作 一 个 分 
离 的 怠 准 范 空间 而 不 丽 失 一 般 性 。 册 于 NCx) 在 吾 上 的 一 致 连续 
性 ， 可 以 把 N(x) 连续 延 拓 到 互 的 完备 化 空间 写 上 而 看 作 定 上 的 赋 
淮 范 ，(B, N(x)) 是 一 个 完备 的 同 准 范 空 间 ， 按 照 Banach 的 术 
语 , 称 完备 的 分 离 的 鼎 准 范 空间 为 Frechet 空间 ， 

注 按照 Beurbaki 的 本 语 ， 称 冤 备 局 部 占线 性 距离 空间 为 
Frechet 空间 。 为 区 别 起 见 ， 在 此 称 局 部 中 Frechet 空间 为 (BF) 空 
间 ， 一 

在 85 中 已 经 指出 , 对 于 线性 距离 空间 ,如 巢 其 上 的 距离 是 平 
移 不 变 的 ， 划 它 作为 肥 离 空间 的 完备 性 和 作为 剖 性 拓扑 空间 的 完 
答 狂 是 一 致 的 .下 述 定理 说 明 完 备 的 线性 距离 空间 (作为 距离 空间 
是 完备 的 》 对 于 相应 的 赋 准 范 一 定 是 完备 的 ,从 而 是 一 个 Frechet 
空间 。 定 理 4 首先 由 Banach 猜测 ， 最 后 由 V. 工 . Klee 子 1952 
证 朋 。 

定理 4 完备 的 线性 距离 空间 写 ， 必 可 改 卫 以 一 个 不 变 拭 
p。 必 按 这 个 不 恋 上 距离 必 是 完 笨 的 。 

”他 理 1 《SierpiasEiy 设 (本 , p) 是 虑 离 空 间 ,G 是 也 的 子 集 ,G 
上 有 一 个 距离 让 (CCGP 和 (人 让) 在 他 上 的 时 出 拓 扩 一 臻 .如果 
《 必 , pp 是 完备 的 , 则 忆 是 (ED 中 的 Go 集 (能 表示 为 可 数 吉 个 开 
党 的 让 的 集 称 为 Ca 集 )。 

证 设 xEQ, 由 银 证 户 和 户 在 和 上 导出 相同 的 拓扑 ， 对 于 


每 个 自然 数 n, 必 全 在 数 es (x) < efx>>>0 全 
WEG POX, YO ERI DLOY, XT EE 


令 
Ux) = {gE El PCx VO< eCx)} 


3 . 级 性 距离 空间 BB1 
一 LU 
茂 0, LU 外 


则 Os, 是 中 的 开 集 ， 且 包含 G。 而 D=[ 0, 是 E 中 的 Go 集 . 显 
然 有 SCD, 如 果 能 够 证 明 DCG, 则 各 = 呈 ， 艺 知 妇 是 王 中 的 G3 
集 。 

事实 上 , 设 x0ED, 对 任 一 自然 数 m 由 口 的 定义 , xo EO 所 
以 存在 Xn 使 Xo Ux,), 于 十 

p(XDs et 
由 假设 Cn (x)<< 二 ， MElpcxo, xn) < 二 ， 从 而 可 知 
pixe, x 0 
下 面 指出 4X,} 也 是 (SG, Pp) 中 的 菇 本 序列 ， 
事实 上 ,对 于 任 纵 的 2>0, 取 自 然 数 #， 使 之 e. 然后 取 自 然 数 
到 ， 鳄 
Les) — p C0 Xu) 


则 当下 >>m 时 ,有 
POXiss Xa) SP CXys X07 + PAXo, Kn) 


< 区 十 PLX0， Xs < Eat Nn) 


所 以 当天 > 本 了 时 ,有 
1 
PL (Xs Xn) 广元 
当 天、 了 73 时 ， 
PLXys 了 Xn 二 站 上 ay 基站 
1 1 
nin? 


这 就 是 说 各 按 pi 也 是 基本 序列 。 由 于 CG, Pi) 是 完备 的 ,Xs 必 收 
化 于 基点 动 EG，pCxxy 贡 )->4, 从 而 也 有 pCxy, X07) 一 0， 由 上 述 
已 经 知道 ，P(Xs, X02-*0, 所 以 x0 二 0， 有 郑 X68 二季 所 号， 于 是 证 得 
DCcG。 证 些 ， 
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定 还 4 证 明 设 G 上 原来 的 上 距离 是 pi,p 是 人 上 改 赋 的 不 
变 距 离 , 邵 p 关于 平移 不 变 , P(X 了 2 2 十 碳 二 有 xy 的， 并 且 ， Pi 和 
“Pp 在 避 上 导出 的 拓扑 一 致 设 G 按 距离 p 的 完备 化 空间 为 安 ，C 
是 一 个 线性 上 距 殉 空间 , 而 (CC， PD) 是 ( 安 ， 站 的 子 空 间 。 由 假设 5G， 
pI3 是 完备 的 ,满足 引 理 工 中 的 和 荣 件 , 套 


G= 站 0, 


Ee, 


是 (人 ,Pp) 中 的 co 集 ， 由 寺 G 是 安 的 稠密 线性 子 空间 ， 你 包含 
G, 所 以 GG\0, 是 一 个 鸣 姑 环 , 于 是 


SG\G= EO) 


是 安 中 的 第 一 网 集 。 下 面 证 明 台 \G 是 空 斥 。 事 实 上 ， 如 果 evG 
不 是 空 集 , 则 存在 XoE GN\G, xo 尖 10， 从 而 也 有 各 +GCG\G， 这 样 ， 
xo+ 亿 是 第 一 岗 集 的 子 集 ， 故 必 也 是 第 一 细 集 。 由 于 马 是 线性 拓 
持 空 间 ， 平 移 上 映 照 是 拓扑 同 是 上 映照 ， 所 以 推 得 @ 也 是 马 中 的 第 一 
纲 集 ,但 这 是 不 可 能 的 ;因为 否则 ,由 
GG=G (GG) z 

推 得 忆 是 第 一 网 的 ,而 完备 上 距 离 空 间 ( 伟 , p) 是 第 二 纲 的 ,出 现 了 蔬 
后 。 由 此 必须 有 人 安 = G, 即 G 关 于 不 变 距 离 p? 是 完备 和 的。 证 毕 ， 

下 面 我 们 讨论 线性 距离 空间 中 的 一 类 , 称 为 丽 p- 范 室 间 。 

定 多 设 F 是 线性 空间 , p 为 一 正 数 ，jx*jsxe 巨 是 马上 的 实 
斌 洪 , 满 足下 列 条 人 考 : 

Ci) lxls>0, 而 Ixls = 0€—>x=03 

Ciiy x+yle< xie t oiss 

Ciii) loxly = [el* lxly Ca 为 数 )。 
虽 称 上 .1s 为 上 的 了- 范 数 ,B 按 p- 落 数目 .1 成 为 典 p- 范 空间。 

在 此 要 说 朋 ; 当 BE {65 时 ,p<1。 事 实 上 , 由 (i1) 及 (iii) 推 得 

“221xle= 2xle<2bxle, = 

取 x 二 0, 则 根据 CD ,4x1s > 0; 因此 由 上 式 ,2s< 2 即 p 志 1, 

例 2 设 包 是 n 维 空间 , 按 通 常 的 加 法 和 数 乘 是 一 个 线性 空 
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i 代 由 二 呈 安 | 当 X= {XI 9 xn 时 规定 
串 
Ex is = x]?， 


则 EE 按 jxjo(xE B,) 是 一 个 赋 p- 范 空间 ， 这 只 朗 验 证 hxls 满足 
p- 范 数 的 条 件 Kii?。 事 实 上 , 当 a,、B 为 正 数 时 ，(a+B)p<Saz +b? 


这 点 可 以 由 也 (t+1)# 一 ww]<<0Ct>0) 立 即 看 出 (+1)? 才 +1， 
再 取 #= 节 即 知 ， 由 此 不 难 推 出 (ii)。 


例 3 设 吾 是 直线 上 的 勤 贝 格 《Lebesgue) 可 测 焦 ,0<p 志 1， 
Lr(E) 是 上 的 可 测 玛 数 并 且 是 了 次 勒 贝 格 可 积 通 数 会 体 。 规 定 
Le(E) 中 凡 在 瑟 上 几乎 处 处 相等 的 遂 数 表示 同一 个 向 量 。L?(E) 
按 通 常 函 数 的 加 法 及 函数 与 数 的 习 法 是 一 个 线性 空间 。 在 Lr?(E) 
上 规定 


lwpis = | pr?dt Cpe LrcEy), 


如 在 例 2 中 所 壕 ，lp+? 寺 |pl?+|y1*。 由 此 易 知 [p+ 部; 所 
ps+ ls。 记忆 tpls 是 LrCE》 上 的 p- 范 数 . : 

设 E 蚌 赋 p- 范 空间 ,在 上 引进 不 变 距 高 

px, VY) = x ~ vi,, 

容易 看 出 EE 按 ptx, 贡 矶 为 线性 距离 空间 。 

定 尽 ” 设 吾 是 线 狂 拓扑 空间 ， 刘 果 在 0 点 存在 一 个 有 界 的 环 
境 , 则 称 EE 是 局 部 有 天 的 。 

在 此 应 指出 ， 局 部 有 界 的 线性 拓扑 空间 一 定 满足 第 一 可 列 公 
理 。 理 。 事 实 十 ， 若 设 罗 是 0 的 一 个 有 界 环境 , 那 末 


Y= {EV, n=1, 2, -| 


是 0 的 一 组 环境 基 , 所 以 必 满 足 第 一 可 列 公 理 。 

下 商 要 指出 线性 拓扑 空间 局 部 有 界 基 山 zi 范 空间 的 特征 。 首 
先 有 和 
” 引 理 2. 感 二 范 空间 是 局 部 有 界 的 , 且 满 足 To 公理 。 
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Vv={x| lxls < 1} 
则 PF 就 是 0 的 有 界 环 境 。 事 实 上 ， 设 吕 是 如 中 心 的 任 一 环境 ,出 必 
有 正 数 3, 使 
z UD {x| [xls<0}. 
因此 当 上 过 人 时 ,AVCU, 即 VY 是 有 界 的 。 至 于 To 分离 公理 可 
以 由 了 赋 p- 范 室 间 定义 中 的 条 忻 ( 让 得 知 。 证 毕 。 加 
设 卫 是 线性 拓扑 空间 , 如 果 在 王 上 存在 一 个 z- 范 数 xl， 使 
得 上 距离 pktx， 扩 = 上 一 请 s 所 学 出 的 拓扑 与 BB 的 拓 朱 一致， 则 称 E 
是 可 屿 Pp- 范 的 。 下 述 定 理 是 由 S. Ralewicz 在 1957 年 证 明 的 。 
证 班 5 设 吕 是 线性 拓扑 空间 ， 屠 末 吾 是 可 册 p- 范 的 充 要 条 
件 是 ; B 满 足 T， 公理 ,而 号 是 局 部 有 界 的 。 
证 必要 性 由 引 理 2 即 可 知 。 
充分 性 : 设 吉 是 局 部 有 界 的 ， 存 在 0 的 一 个 有 界 环境 Y, 然后 
取 的 均 衔 环境 世 1, 柄 
UrUcYV., 
由 于 是 有 界 的 ,其 子 集 口 +UU 一 定 也 是 有 界 集 ,所 以 必 被 0 的 环 
境 忆 吸收 , 故 必 存在 正 数 c, 使 得 
Ur+rUCcCceu, 13) 
由 于 20CU +U, 根据 (3) 知 ,20CecU, 所 以 2 寺 c, 邻 
P= 10g ,2, C14d) 
下 而 证 明 忆 是 可 同 二 范 数 的 ,要 用 到 定理 2 的 部 分 结论 。 
令 
LU = ec- (=0, 土 1, 土 2.…》 
由 (13) 即 知 ,对 于 一 切 #, 定理 2 的 证 明 中 (9) 式 满足 。 首 先 ,我 们 
捐 出 《Cs 六 = 1 2， 小 是 互 中 心 的 一 给 环境 基 。 事 实 上 ,如果 侠 
是 吾 中 心 的 尾 一 环境 , 则 由 于 忌 是 有 界 的 , 故 必 有 正 数 上 使 得 当 
14d 时 ,AUCW, 取 自 然 台 由 局 cs<so 那 末 Us= ?UCW, 
所 以 人 是 0 的 环境 基 。 
利用 定理 2 的 证 明 2) 和 3)7， 可 以 得 到 互 上 的 函数 N(*)， 它 
适合 条 件 CY)、CYD、CVii), 此 外 NN 还 满足 茶 件 ， : 
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对 于 任何 整数 5 有 
NCe*x) =《cz)ypNCx)。 《15) 


事实 上 ,由 于 吕 太 去 ) = css or 局 =Usi=g(2 二 ) 所 以 
对 一 切 rE 吕 ,部 有 
clir} = Ucary, .163 
由 (16), 我 们 得 到 
NCOcrxy) = inf {trlerxe Uc) 

=inf trlxE UG- 

= 2*inf {2~% /xEUC2*rY} 

= ZINCX) = Co* Yr NCX), 


这 肛 是 (15)， 
作 EE 上 的 阔 数 
. xls = sup ~ 《17) 
则 可 以 证 明 : 


NG) Sxl <2N (xD 。 (18) 
事实 上 ,在 (17) 中 取 t=1, 即 知 jxjs 守 NCx). 男 外 ,对 任何 t>0， 
必 有 自然数 n, 使 上 = cs， 其 中 1<s<c。 由 《15)》 和 六 的 均衡 性 
CYi) 可 知道 . 
Ne) _ ee _ 3 NCSXY EE NGCex) 
= CPNCXY = Ny 

在 上 式 右 边 对 +> 取 上 界 , 即 得 x1, 志 2NCx). 

由 C1 和 定理 2 中 的 47? 可知 | 和 是 E 上 有 限 值 请 数 ， 满足 


?- 范 数 的 条 人 忻 ()。 设 XxX1、*2E€ B, 8>0， 由 定义 (17), 有 士 数 1， 


使 
lei+ xolo < Ct 二 
又 由 总 的 性 质 (vii》, 有 


Ntx Nix z : 
jx t+ xsle< + + ees lxilot xz ls 十 -二 
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令 e=0, 即 得 |xi +xzjs xle+|xzls。 
下 面 验证 p~- 范 数 移 条 性 (iii)， 由 害 义 (17) 可 策 * 对 于 任何 正 
数 入 ,有 


0 NO NOtx) 
js 


又 岂 访 的 性 质 CYD, 当 | = 革 时 ，NCMAxy = NWCx， 因 此 当 [=1 
时 ,JxAxj = 1xle, 因此 对 任何 复数 入 , 有 
/ [xj = 让 lx = LA) #1xls, 
即 知 lxj 是 p~ 范 数 ， 
由 《18》 和 定理 2 证 明 中 的 4 妈 知 EE 上 的 拓扑 是 由 lxls 导出 
的 , 证 毕 。 


$9 凸 集 , Minkowski 泛 函 和 局 部 凸 的 概念 


役 理 是 线性 空间 ，Xi1、X%%wEEB, 昌 中 形 如 X= (1 一 共和 二 区 
Ot1) 的 向 量 全 体 称 为 联结 x1、 x 的 线段 ， 记 为 [x1, xz]，xi、， 
xz 称 为 此 线段 的 端点 ,[X1, x2] 中 其 余 的 点 称 为 此 线段 的 内 点 ， 

设 关 CB 是 一 个 非 空 集合 ， 如 果 联 结 玉 中 任意 两 点 的 线 彼 都 、 
访 于 下 ,别称 下 为 凸 集 。 容易 知道 ， 任意 个 凸 储 的 通 朱 是 征集 ， 


二 
《了 懂 EK 为 凸 浓 ， Xl ps Xn 下 ， Jt, ]， 写本 = ] ， RE 
3 3 sik | 


之 bx » 记 长 。 


证 用 归纳 法 证 : 设 4=1, 人 疝 题 显然 成 立 ， 设 4= 关 时 结论 成 
次, 当天 = 大 十 时 ,因为 


ty Fy 
a a i i 
Fr a 十 了 和 ff 十， 二 


故 t(Dt )| 
ee xx|EK。 证 毕 。 


(II) 设 区 为 非 空 集合 , 册 到 是 均衡 凸 集 的 充 要 条 件 是 : 对 于 


Xu 人 天 


二 二“ 
十 -ts 
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一 切 x、YEK 和 适合 条 件 14]+1B|<1 的 a 和 B， 均 有 oe+By 


K ~ _ ~/ 
oe 充分 性 是 显然 的 。 ”> 人 对 


必要 性 ， 设 下 是 均衡 凸 集 ,X、yEK，|]e| + 1B| 志 1, 如 果 必 月 
均 不 为 0, 那 末 由 于 天 是 均衡 的 ,有 


Ch a WR 
《| + [8D xEK, Cal+i1B|) a 疝 YE 其 。 


得 由 天 是 止 集 ,得 到 
-__lal vie 2 18 

A Ta 加 | 
+|B)) 8 


如 果 we 8 至 少 一 个 为 0， 结论 是 显 热 的 。 证 毕 。 

该 下 是 一 个 凸 集 ,x0EE, 如 果 有 两 个 线段 Ex1, 2] 及 [xx3z] 
使 [x1, xeJ 的 内 点 都 属于 下 , 而 [xo, Xx2] 的 内 点 都 不 属于 天， 则 称 
xn 为 天 的 境 轻 点 。 此 时 xx 可 以 属于 下, 也 可 以 个 属于 下 。 下 的 境 
界 点 全 体 二 称 为 尺 的 琉 弄 ,KT 称 为 并 的 凸 护 。 线 性 空间 瑟 的 子 
集 S 称 为 在 3 点 吸 站 的 ,是 指 $ 和 包含 过 2 点 的 性 何方 向 的 线段， 
即 对 于 每 一 个 3%E 五 ,存在 z 关 2 使 

[xm #1CExos YIN Se 

由 此 可 知 ， 以 前 定义 的 上 最 收集 全 是 在 0 点 吸收 的 集 。 宙 定 六 直接 
可 知 , 兰 加 天, 即 x 点 是 集 关 的 凸 核 中 的 点 , 如果 天 硅 少 包 
会 2 点 , 那 末 玉 必 在 xo 点 吸收 。 所 以 除了 单 点 集 的 局 况 外 ， 集 下 
的 是 核 就 是 吸收 点 集 人 全体, 也 称 为 吸收 核 ， 

(Hy 设 玉 是 一 凸 集 , aEE, 那 末 平移 脆 搜 Tosxr>xzt+z 将 四 
集 长 有 映 为 是 集 天 +w， 有 和 煌 站 的 境界 上 映 为 扩 + 8 的 境界 。* 

设 互 是 线性 空间 ,p(x) 为 E 上 的 泛 函 ,如 果 满 足 ; 

(C1) 当 xXEEN 时 ,p(X 0 . 

(2) 当 x, YEE 时 ,p(X + Ep(x) tp 《次 可 其 ); 

(3) 当 xE€EEBE， 而 数 0>0 有 时 ，p(aw) = ap(Cx) 《正章 次 7。 唱 : 
称 p 为 凸 泛 画 。 


8| YEK. 
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CIY》 设 p(x) 为 线性 空间 EE 上 前 凸 泛 画 , 那 末 对 性 一 数 2>0 
及 尾 一 点 4EE,KK= {x [P(X 一 0 过 0 是 一 个 吓 集 。 而 且 当 到 103 
时 , KK 的 境界 由 适合 条 件 
Dix—= 0})=0 
的 成 全 体 所 组 成 ， 
证 不 妨 恋 9=0, 因为 由 JE 如 果 4 关 9, 具 要 作 平 移 T-a: 
Xr3?x 一 在 职 可 以 丁 。 
如 果 Xi、 x2EKK, 那 末 pxD7<Ce，pfx7<e。 当 0Ostsl1 时 。 
piixat (1— DXADEPLtX) 十 六 (人 工 一 切 X2) 
= {p(X + C1 — PrN) 
<ictl-iy-.c=6, 
所 以 [xy *2] 二 KK 即 下 古 西 集 .。 
下 面 证 第 二 个 结论 : 设 X0E EE, P(X0)= 6。 记 为 = 他， X2 一 
2xsy， 那 末 当 0<t<I 时 ， 
pCl ~ Oxo DT Pil— Hxe + + se), 
=(1- 3 jp <e 
PCL ~ xe + tx2) = POC — txo + 2txo) 
= {1+ > eo, 
所 以 [xi, xo] 的 内 点 者 属于 下, 而 [xo, x2] 的 内 点 都 不 属于 下 ， 即 
xe 是 下 的 境界 点 、 
反之 ,如 只 xo 是 并 的 境界 点 ， 设 [xl 9] 的 内 点 都 属于 天 , 而 
[xos *%2] 的 内 点 莉 趟 局 于 天, 则 当 0<t+<1 时， 
pO ~ txe t+ tx oy PO D+ tr) mc, 
因此 Y 
《1 一 共有 PKX6》 = pl Dx)EPOL — re + HX) + PC— LXL) 
< 二 p(t— Xs ly 
丽 且 cp — Dro + ta) EP — 0) + POEx2) 
el px) + tptxs), C2) 
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在 (1)、《2) 中 令 t->0, 即 得 pl) = c。 证 毕 。 
例 T 在 平面 上 定义 凸 汉 函 
pCXY = Vv SL xf+ G2 X38, 
其 中 x= (is X22), > 902>>0。 那 未 {x jptx) 之 c} 即 是 衫 阅 
QJX? 4 OS = 0 
的 内 部 ;是 一 个 西 集 ,其 壤 界 即 是 视 闻 膨 . 
设 E 是 一 个 实 ( 复 ) 的 线性 空间 ，p(x) 是 EE 圭 的 一 个 泛 函 , 适 
全 下 兽 三 个 条 件 : 
C1) PIXI0, XEE:, 
C2 POXT+HISDX) FPCH), XK, HEB, 
《37 了 Cox = al px), KEE, 而 & 六 一 数 , 
则 称 卫 (X) 汶 一 氢 范 束 。 显然 ， 氢 范 数 必 是 凸 注 函 。 反 之 ， 则 不 尽 
然 。 ~ 人 | 
《v) 设 了 (是 强 性 空间 训 上 的 所 范 数 , 那 末 
/ K= {x|ptx)} < 1} 
是 一 个 均 富 凸 吸 收集 。 
证 由 (CI 7 知 居 是 一 个 凸 集 。 如 果 xEK， 且 el 过 1， 则 二 
Pp Cax) = Jalp (CX)<1 知道 axE 开 ， sw 下 面 证 明 


KK 是 吸收 的 。 设 xEE， 如 果 pe 关 0。 取 6= 号 , 刚 当 [| 三 6 


时 ,XxEK, 如 果 pCx) = 0, 那 末 对 于 一 切 ,AxE Ks 所 以 下 是 吸收 
的 。 证 上 毕 。 z 

乍 人 TY 《7 中 ,我 们 者 到 由 西 泛 画 可 以 移 造 祖 应 的 凸 梨 。 相 
反 地 ,下 面 将 看 到 王 直 前 臣 效 四 和 集 总 可 用 西汉 函 来 描述 。 

设 互 是 线性 空间 ,asY 是 EE 中 吸收 凸 集 ， 如 下 定义 的 实 亿 函数 
pr(x0( 或 简单 地 记 作 pp x)) 称 为 关于 下 Dasaaens 汪汪 (gall~ 
Ee)s 


prix) = inf{A > OlxEAV}. 
由 于 人 江 信 是 吸收 的 。 对 于 吾 中 的 任意 -一 点 *， 总 存在 4>0， 使 


axEVY。， 即 xE 二 Y, ;所 以 pr(x) 总 对 应 一 个 有 限 值 。prCx) 有 下 
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述 重 要 性 质 ; 

(YD 设 互 是 线性 空间 ， 允 大 五 中 的 吸收 耳 集 , 则 相应 于 交 的 
Minkowski 泛 辆 pz) 大 止 泛 郑 。 又 如 虽 了 是 均衡 的 , 刚 pr(x7 是 
一 个 拟 范 数 。 

”证 我 们 已 经 知道 pr(x) 在 识 个 E 上 有 定义 ， 且 为 有 限 伟 。 
出 定 头 即 划 prtx) 守 0 设 XEB,&>0, 风 有 


pyar) =inf A=ainf 和 =apy(xy). 
ea A OEM a 


下 面 证 明 py(x》 是 次 可 加 的 。 设 x, ye ER, 取 <p (Xx) +e， 
使 xEpV3 取 V<p(y)+s 使 YEVW, 于 是 EV 人 EV 出 V 是 
凸 集 
十 和 RV HR HV pp 
从 而 x+2E CRTVV, 由 prCx++ 坊 的 定 闵 得 
六 pf 和 十 ERY RY + pr CH) + 5, 
令 E>0, 即 得 pyCx + 了 寺 pp(X) 4 pz(9)， 碎 卫 就 证 明了 pp(x) 是 
目 迭 芳 。 语 一 第 论 也 容易 推 得 。、 证 毕 ， 
如 果 VV 是 某 氢 藻 数 pLx) 相 应 的 单位 球 , 即 六 = oo 
刚 穿 易 证 明 相 应 于 下 的 Minkowski 泛 汐 prCx) = p(x),xE EE, 好 时 
有 VY= 这 [prCxzyst。 但 是 如 果 从 其 暧 收集 忆 开 妈 作 Minkowski 
这 范 pukx]， 刚 蕊 一 般 并 不 一 定 等 于 putx) 的 单位 球 , 但 是 有 如 下 
关系 ， 
定理 1 设 B 是 线性 空间 ,UU 是 EE 中 的 一 吸收 凸 集 , 记 plx) 是 
5 相应 前 Minkowski 泛 画 , 则 有 
(1) {x|pex) <1}CUC{xIp( 1}s 
(2) 大 = {XpCx) = 让 是 口 的 境界 爹 体 ; 
(3》 {x1p(X) <<1} 是 避 的 凸 玉 ， 
证 {1) 设 加 EB, ptxo) 三 1, 则 必 存 在 0; 使 
px Ei1, Bxo€E al, 
由 于 忆 是 骸 收 的 ， 捧 以 和 ET 这。 了 又 因 忆 是 凸 集 ， 即 知 xoe aU cD 
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C1)》 的 右边 的 关系 是 显然 的 。 

《2 的 证 明 与 性 质 人 (1I72 的 证 明 相 同 。 

(3) 根据 凸 核定 义 及 (1)、(2), 有 

: {x|pex7 1}=U\tx lp =1}=0\T, 
即 知 (x1p(x) 之 1 是 避 的 上 同 炉 。 证 些 。 

设 p(X) 古 氢 范 数 ， 如 果 ptx) = 0 的 充 要 条 忻 是 x= 了， 则 称 
P (xX) 为 范 数 。 下 面 给 出 一 个 吸收 凸 集 的 Minkowski 污 函 是 范 数 
的 条 件 ， 
”YID 设 p(x) 为 范 数 ， 则 口 = txjp(Cx)<1y 是 一 豚 收 的 均衡 
凸 案 。 且 当 xEB, xX 关 0 时, 必 有 入 ,使 Ax EU. 

《YIIHI> 设 世 是 一 吸收 均衡 凸 集 ,而 且 适 合 如 下 条 件 , 当 xEEB， 
x 关 0 时， 必 有 大使 Ax ED, 则 忆 的 Minkowski 污 函 pCx) 是 一 个 
范 数 。 rr 
“证 由 CYD, p(x) 是 一 个 拟 范 数 ， 再 证 p(x) 是 范 数 。 如 果 
xEE, x*0, 由 假设, 必 存 在 ,使 得 XxEU。 则 由 定理 1 知 
pAX) 守 1， 即 | 和 JpCX) 汪 1， 所 以 pCX) 关 0, :从 而 Pix) 是 一 个 范 
数 。 

例 < 对 于 平面 上 的 任意 一 个 包含 0 了 区 域 兵 ， 它 
的 Minkowski 汉 酬 p(X) 是 一 个 范 数 , 且 / 

K= {x*|p(x) <1}, 
直面 引进 严 包 的 概念 ， 
定 兴 设 卫 是 线性 空间 ,4 为 百 中 的 集 , 令 


COCAY = {FXx1+ + tae) 0 3 1, ft, 二 1, EA}, 


则 co(A4) 称 为 集 和 4 的 串 包 . 
CIX) wii 一 集合 , 则 co(A) 为 包 售 4 
的 最 小 凸 集 。 ， 


证 设 x,、 YE coltA&A), 那 未 x%*= 之 让 Xs Y= sd, 其 中 %,、 


EA t,>0， 5,2>0, Zt = 号 3 一 1 如 果 tl]1, 因 他 tt 


阁 叫 第 一 章 ”让 性 反 站 守 辐 


+ -Ds= 1 于 是 有 
tx+tl— y=t 3 w+Clit) Ss, JJ 网 = coOf 人 入 7。 


即 cof4) 是 凸 祭 ， 又 易 知 点 二 cofa)， 商 以 cot 丰 ) 是 包含 各 的 凸 
集 。 设 下 是 包含 让 的 任 一 士 拧 。 则 由 CD 知 
dorA}CK, 

即 co(4) 是 包 售 4 的 最 小 凸 梨 。 证 毕 。 

(XX》 设 和 丰 是 线性 空间 EE 中 的 均衡 集 ， 则 cok4) 必 是 均衡 的 。 

证 设 |< 短 1， 因 为 上 4 是 均 突 的 ，XA 忆 4， 由 此 cot%A)CC 
CDf 六 7)， 但 和 CO 和 = COCASD 所 以 ACofATCCof 上 7)， 晤 cof47 汐 
均衡 的 。 

同时 有 下 述 简 单 性 质 ， 

《1 设 妆 、B 是 EE 中 的 主意 两 个 集合 , 6.8 是 任意 两 数 , 则 

co(0A TbB}= Ge0CA) +bco00B), 

(XID cocA UB)= U {Cx, HIIXE co(A), yE co(B))、 

于 面 侯 述 和 与 拓扑 用 关 的 凸 性 的 概念 。 

定 必 ” 设 王 基 钱 性 拓扑 空间 ， 如 果 吾 中 的 马子 集 世 包 合 非 空 
内 点 , 则 称 匠 为 吾 中 的 上 西 体 。 四 

下 面 定 理 给 出 线性 拓 盾 宅 间 中 吸收 凸 集 成 为 凸 体 的 条 件 : 

定理 2 设 E 是 线性 拓扑 空间 , 吕 是 E 中 的 一 吸收 凸 集 , 旭 UU 
是 E 中 的 凸 体 的 充 要 条 件 是 相应 于 吕 的 Minkowski 泛 px) 
是 E 中 的 连续 凸 泛 画 。 一 一 一 

证 度 吕 包含 0 点 作为 它 的 内 点 。 那 末 存 在 一 个 0 的 均衡 环 
境 VCUDO. 设 P 了 (是 如 的 Miinpkowski 泛 国 , 鼎 和 定理 1 EC 所 人 |pCx》 
1} 所 以 当 xEV 肘 、p(X) 夸 1。 对 于 任 给 E>0， 当 xE er 时 ， 
有 P(X)s<e, 即 了 (2) 在 9 点 连续 。 

容易 推 得 p(x) 在 EE 中 每 一 点 都 是 连续 的 。 事 实 上 , 设 X0EE， 
删 当 XExo+ eV 有 时, 因 xx-xoE eV ,有 

PIXY— PIX EDUYN — Ne) SEE, 

网 样 ,由 于 站 是 均衡 的 ,有 


$9 凸 保 、Minkowski 泛 东 和 局 部 凸 的 概念 6 各 


DANo) 一 站 (和 < 

即 | p(x) -PCxo1 es, px 在 吾 中 的 每 一 点 连 扎 。 

反之 , 设 p(X) 连续 , 则 性 px 过 1 是 一 个 开 集 ,由 定理 1 知 ; 
人 PC <1T CC txBECOJ<AT 所 以 {x|p(x) < 之 1} 妈 是 如 的 西 核 
区 是 避 的 内 点 全 体 , 忆 是 瑟 体 是 明显 的 。 

对 于 一 般 情 况 , 谨 志 是 一 个 吸收 凸 集 ,xo 是 蕊 的 肉 点 ,风口 -x0 
以 0 点 为 内 点。 因为 如 在 0 点 吸收 ， 所 以 UU 一 oo 在 -x 点 明 收 ， 
即 -xo 属于 如 -x 的 同 按 。 由 上 面 章 讨论 可 知 ， 可 xo 的 内 点 全 
体 与 凸 核 一 至 ,所 以 一 ;9 也 是 如 一 0 的 内 点 ， 人 外 而 可 必 以 0 为 四 
点 ,化 为 上 述 情 况 。 证 毕 ， 

推论 设 王 是 线性 拓扑 空间 ， 习 是 瑟 中 的 吸收 的 止 体 ，PKx) 
是 口 的 Minkowski 汽 套 ， 央 品 的 凸 核 就 是 噩 的 内 虞 全 体 ， 为 集 

{xjp(x) 达 1}。 而 如 的 河 包 是 集 {xipcx) 专 1)， 

由 定义 直接 知道 凸 开 集 是 凸 体 ， 

《XI 设 入 是 线性 拓扑 空间 旦 中 的 开 集 ， 刚 eof4) 基 开 集 。 

证 定单 = 府 雪 二 直 认 十 十 让 20Gcod43， 其 中 加 0 瑟 纹 
= 了 ,OE 不 妨 设 站 >0, 因为 址 是 4 的 内 点 ， 有 的 环境 下 ， 
楼 妈 +YC 王 因此 对 一 切 xET, 有 

1 区 十 十 各 EE cDNA)， 

即 知 y+VCeotA), 因此 是 coat 和 丰 ) 的 内 点 ， co( 有 4) 是 开 集 。 

在 凸 集 上 线性 应 函 的 和 连续 性 : 

设 吾 是 线性 拓扑 空间 , 4 是 王 中 的 西子 集 , 刑 和 表示 号 上 的 本 
数 了 在 4 上 的 限制 .如果 了 | 和 是 连续 的 , 则 称 了 在 各 上 连续 。 

定理 3 设 互 是 线性 拓扑 空间 , 妃 是 EE 中 的 同 子 集 , f 是 EE 上 
的 线性 泛 函 , 则 

C9) 如果 吾 是 实 线性 空间 , 那 末了 TA 是 连续 的 充 要 条 人 忻 是 ,对 
每 一 个 实数 2, 三 2) 门生 是 生 中 的 闭 集 。 

《57 划 果 瑟 是 实 线 姓 空间 ， 开 4) 是 对 称 集 ， 那 来 四 各 连续 的 
充 旨 条 性 是 :六 02? 是 各 中 的 闭 集 。 

《4c) 如 果 B 是 复线 性 空间 ， 丰 是 EB 中 均衡 凸 集 , 那 未 利克 这 
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续 的 充 要 条 件 是 ,f40) 是 上 中 的 也 集 。 

(da)》 设 1 是 8 上 线性 污 函 , 丰 蚌 上 中 均衡 是 集 , 那 求 了 有 刀 一 致 
连续 的 充 要 条 性 是 ; 九 4 在 0 点 连续 。 

证 《9) 必 要 性 是 明显 的 。 

充分 性 ， 要 证 明 玫 和 是 连续 的 ,只 要 证 明 对 于 每 水 数 如 ， 
xy<0DmA 以 下 (Ka 站 4 是 4 中 闭 集 。 

令 忆 = 人 [fxc)<aerna, 设 YEA\B。 即 YE4 谭 3EE 了 。 则 
fg>a。 而 由 条 件 护 Ken4 在 4 中 是 于 的 ， 因 为 VEfIa) 
站 起 ,所 以 存在 一 个 了 的 拘 衡 环境 如 ,使 

《8 二 Try 门 区 7 站 总 = DD, 

下 面 要 证 肛 (y+02N1B8= 吧 。 事 实 上 上 , 知 不 是 这 样 ， 则 必 有 元 xE 
(y+0DO)NB8。 因 xE€EB, 所 以 fx) 夺 9，。 胃 外 ,因为 xEy+U, 由 U 
的 均 生 性 知 [x, 的 二 84 已。 而 蕊 扩 >4， 把 了 于 限制 在 线段 [x， 负 了 
上 总 是 连续 画 获 ,根据 达 布 定 理 , 在 [5x，, 纪 中 必 站 在 一 点 六 E [x， 
yl 使 得 x 站 =9。 但 因 x EDX, 二 己 人 +E AAA, 这 就 与 (y+U) 
-AN 0)= 克 相 矛盾 ,所 以 必 有 (8Y+E)nES= 态 。 由 此 知道 BB 
在 和 中 是 闭 集 ， 同 样 可 以 证 明 {x| 玫 2 全 人 寺 站 和 是 生 中 的 闭 集 。 所 
以 刑 如 是 连续 的 。 

<p) 证 充分 性 设 六 9) 几 有 & 韭 空 ， 由 想 设 不 4 是 对 称 的 ， 
忆 存在 雪人 点, 使 得 其 扫 ?3= -9 对 每 一 个 xEfF!tta) 站 A， 有 


yo +x 1 _ J YotX fe- ， 
1 加)= 志 CHCg0) +1Cx))=0, 所 以 如 > 芝 EfrK0n4。 记 


h(x) = 25 jx) 是 4 到 4 的 连续 函数 。 岂 


i ONA=h FO NA 
知 太 :ay 站 和 是 和 中 闭 集 , 由 Ca? 即 基 用 和 是 连续 的 。 
为 了 和 证 阴 《c)， 我 们 先 证 (中 ) 设 x、 23E 全, 因 各 是 均 衔 凸 的 , 知 


EA, 由 于 
[xD =2 (<3 


9 四 混 、JWIEnEkowski 滩 函 和 局 印 吊 的 概 仿 e5 


如 果 了 在 态 中 0 点 连续 ,14 必定 一 致 连续 。 
Ce》 证 充分 性 ; 设 rcx) = Reftx), 同时 今 
B= {x| f(x) 取 实数 年}， 
则 B 是 中 的 对 称 凸 集 ， 由 假定 ,六 KK0)nA 在 4 中 是 闭 的 ， 所 以 
存在 EB 中 的 闭 集 对 , 使 得 : 
1 NA=MNA, 
由 于 ri NANB=7 0 NANB=MNANME 好 道 ，r-110) 
人 A 站 B 是 丰 站 B 中 的 闭 集 。 由 C5) 知道 ,r(x) 在 及 几 B 上 连续 , 所 
以 对 任 一 £>0, 必 存 在 9 的 均衡 环境 UU, 使 
XEUNANB—S> reo) | < 8, 
汉 XEZ 站 入 时 ,总 可 以 取 ja|=1, 使 
(fC) | = of Cx) = fCax). 
那么 , 因 UN 是 均衡 的 ,axEUNANB, 所 以 
[fex) | = fCax) = [reax)| < 2. 
即 fx) 在 站 中 的 0 点 连续 ,由 (4) 知 ,f(x) 在 4 上 连续 。 
其 余 的 证 明 是 明显 的 。 证 毕 。 
局 部 西 线性 拓扑 空间 的 基本 概念 ， 
定义 ” 设 E 是 线性 拓扑 空间 ， 如 果 在 EE 中 存在 由 凸 集 组 成 的 
0 的 环境 基 , 则 称 王 是 局 部 凸 线 性 拭 扑 空间 , 或 简称 局 部 西 空间 。 
”显然 ,如 果 瑟 是 局 部 凸 的 , 互 中 每 一 点 都 存在 出 凸 环境 组 成 的 
环境 基 。 
引 理 1, 每 个 局 部 凸 空间 卫 , 必 存 在 册 均 衡 吸 收 凸 集 组 成 的 0 
的 环境 基 。 | 
证 设 VY 是 FE 中 0 的 环境 ,由 于 EE 是 局 部 是 的 , 必 有 0 的 凸 环 
境 WCV, 再 取 上 0 的 均 卫 环境 UCWW， 作 如 的 囊 包 cotD), 由 UC 
coCU)CWCV, cotU) 是 0 的 均衡 凸 环 境 。 并且 0 的 均衡 凸 环境 
全 体 组 成 0 的 环境 基 。 
设 吾 是 线性 空间 , 如 果 在 吾 上 给 定 一 族 拟 范 数 { 人 xs,ae .oz}， 
出 这 族 所 范 数 导 出 EE 上 的 拓扑 如 下 : 任 取 e>0 及 mi … onE .of 
作 集 
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UCa, -ons Be Y= 1, 2, .+., ny, 
这 些 集 的 全 三 记 汤 ;下面 证 明江 尼 5 3 定理 1 中 的 条 件 , 因 此 
沫 在 瞧 一 的 何 量 拓扑 了 ,使 (E, .9 )》 是 一 小强 性 拓扑 空间 ,而 且 以 


YY 作为 上 的 环境 基 。 则 称 .9 为 由 拟 范 数 该 1 有 x1。, mE .of}) 导 出 的 
拓扑 。 此 时 ( 王 , .9 ) 称 为 怠 拟 范 空 间 ( 有 时 更 精确 地 称 为 屿 一 诸 氢 


范 数 空间 ), 容易 大 出 Fa …， 只 ，8) 是 凸 集 。 
(AIY 7 册 氢 范 空间 按照 由 一 族 拟 范 数 族 导出 的 拓扑 是 一 个 
局部 由 的 线性 拓扑 空间 。 一 一 
膛 只 要 验证 满足 33 定理 1 中 的 条 伞 即 可 s 
关于 1 由 UCGis 和 On Bly Bo EICUCoG :+ oe) 站 
Bi … Bm 22)( 其 中 = mincas ,2»)) 即 得 


于 C2): 由 D(a, hi 人 到) +U (a se ens 可 Er Cr ， heb 


”ow 82) 而 得 ， 
{3) 基 显 热 的 。 下 面 证 Cd 任 取 UCm， "a eeE¥,, 证 
x 全 十， 可 有 果 x, = 0Cv= 1, 2, Us n}， 显然 对 一 切 *， AxX EE UC, 


ao 2)3 如果 a= max |xl。>0， 取 0< 一 , 则 当 JX|<<0 时 ， 


ETEFTI :+r, Ct,, €), 
所 以 区 满足 $3 中 定理 工 的 条 人 御 。 证 毕 。 
容易 证 明 赋 拟 范 空间 EE 满足 To 公理 的 完 要 条 件 是 :对 于 如 中 
每 个 非 零 元 *， sup xj 0, 


”定理 4 设 百 是 局 部 西 政 性 拓扑 空间 。 则 它 的 拓扑 必 可 由 一 
族 拟 范 数 {xls cxeE or 导出， 

证 设 吾 二 原来 的 拓 插 为 ， 根据 引 理 1， 存 在 由 均衡 吸收 
凸 集 组 成 的 0 的 环境 基 Y, 对 每 个 VE, 因为 PF 是 0 的 环境 , 必 
和 包含 内 点 ， 记 以 VY 是 此 体 。 根据 定理 2， 相应 于 7 的 Minkowski 
活 画 prktx) 是 已 中 的 连续 拟 藏 数 , 考虑 由 措 范 数 旋 {prix)|VEe YY} 
决定 的 拓扑 , 记 作 .7 ' 由 于 prlx) 关 于 了 是 连续 的 ,因此 UY, #》 
= {x|py《x) 之 2} 是 拓 朱 的 开 集 ,从 而 


89 凸 集 、Minkowski 巷 国 和 局 部 目的 概 仿 夏子 
UCV, ” Vs e}= 站 CP, £) 


是 拓扑 ,2 的 开 集 ,为 此 .9 定 G 。 又 天 
{x | 下 rr 一， 
于 是 了 忆 .F 7 中 得 .7 = ,97。 证 毕 。 

朗 下 是 线性 拓扑 空间 ,如 果 在 E 上 丰 在 一 族 拟 范 数 {x|., “€ 
(一 个 范 数 x1)， 俩 得 这 族 拟 范 数 《相应 地 ， 范 数 】 导出 的 拓 
扩 和 原来 的 拓扑 -一致 , 则 秘 瑟 是 可 号 拟 范 的 (相应 地 , 可 冉 范 的 》。 

定理 和 了 世 可 以 扳 述 如 下 ; 

定理 4 强 性 岳 扑 空间 上 可 赋 拟 范 的 充 变 条 件 是 , EB 是 局 部 
凸 的 线性 拓扑 空间 。 

这 里 需 指 出 ,在 线性 空间 EE 上 由 一 族 拟 落 数 {po, ae ct} 导出 
的 局 部 凸 向 量 亲 朱 是 指 由 多 = {UCm，…, a,。。，e)} 作为 局 部 基 而 
决定 的 同 量 后 扑 。 它 不 同 于 使 tPo。，cE .yf} 中 的 氢 范 数 都 连续 的 
BE 上 的 最 弱 拓 扑 。 因 为 后 者 一 般 可 以 不 是 向 量 拓 扑 . 

下面 给 出 可 厂 范 的 条 忻 * 

定 再 3 (Konmoropos》 线性 拓扑 空间 可 贼 范 的 充 怠 条 忻 是 ， 
<1} 满足 To 公理 ， $ 


《2) 三 是 LE 
C3) 5 是 局 部 奉 愉 的 . 

证 必要 性 是 显然 的 。 

充分 性 : 设 线性 拓扑 空间 满足 条 件 (1)C2)C3), UV 是 E 中 0 的 
有 界 环 弄 , 由 于 上 是 局 部 同 的 , 必 有 均 衔 凸 环境 CD 再 此 也 
是 有 界 的 ， 作 机 应 于 YF 的 Minkowski 汉 冰 prtx)， 因 VW 是 8 的 环 
境 , 所 以 pp(X) 是 EE 上 的 连 计 氢 范 数 ， 

下 面 证 其 三 上 的 拓扑 和 是 由 pri 导出 的 ， 燃 仆 于 定理 4 的 
证 明 可 知道 ， 由 pp(x) 导 出 的 拓扑 了 安 2。 另 一 方面 , 设 作 是 吾 
中 的 任 -- 的 环境 ,由 于 YY 是 有 界 的 ,下 被 WW 所 吸收 , 才 必 存在 正 
3 感人 则 GCC 和 ,于 后 

《| 了 GCC 证 ， 
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由 此 和 半 多 玛 .FF ,， 即 得 .2 = 

最 后 还 需 证 明 py<20) 是 范 数 ， 如 果 prCxy =0。 因 和 的 任何 环 
境 必 和 包 食 一 个 {x |py(x} 之 2}, 但 这 个 集 包 舍 x* 点。， 教 此 时 上 0 的 在 
何 环 境 都 包含 x, 由 于 请 满足 To 公理 也 一 定 满足 Ti 公理 ,从 而 推 
得 *=0, 即 py(x) 是 范 数 。 证 毕 ， 


10 完全 有 群集 和 有 有限 维 线性 拓扑 空间 


本 让 把 距离 空间 中 而 计 人 金 有 界 集 的 概念 引入 到 线性 拓扑 空 
辣 , 其 室 更 一 般 庙 一 狼 性 空间 。 

定 巡 充 了 是 线性 拓扑 空间 , 怒 为 的 于 集 ,Y 是 E 中 洛 的 环 
境 , 如 果 丰 在 有 限 个 …,x。sEB, 使 


ACU (x+V)， 


则 称 xi ，…， xs 为 在 的 有 限 玉 网。 如 果 对 于 中 0 的 任何 环境 
V ,4 都 有 有 限 V 网 , 则 称 丰 是 完全 有 界 集 . 

窜 易 看 出 ， 如 果 在 上 述 定义 中 限制 xi，…，xuEA, 则 定义 是 
等 价 的 ，。 妆 三 是 线性 上 距离 空间 ,而 且 p 是 吾 上 的 不 变 上 距离 时 , 则 子 ， 
集 上 各 按 上 述 定 义 的 完全 有 界 考 同 按 距 离 p 定义 的 完全 有 办 性 是 一 
致 的 。 

完全 有 界 集 也 称 为 准 某 的 〔preccempact),， 可 以 证 明 百 的 子 集 
4 为 完全 有 界 集 的 充 要 条 件 是 :全 中 的 每 一 个 定向 点 列 Caerpx. 必 

存 站 基本 的 子 定向 虞 列 。 如 果 E 是 分 离 的 线性 拓扑 空间 ， 记 EE 的 
完备 化 扩张 为 百 , 则 4 王 五 是 完全 有 界 的 充 要 条 件 是 , 4 在 定 中 
的 闭 包 是 紧 集 , 即 各 是 互 中 的 相对 紧 尝 。 

《1J) 线性 折 扑 仅 问 中 和 任何 完全 有 界 集 4 必 是 有 界 的 。 

证 设 召 是 4 的 什 一 环境 ， 则 必 存 在 0 的 均衡 环境 了 ， 合 得 
V+VCUVU, 对 于 VV, 因为 4 是 完全 有 界 集 ， 故 必 存 在 4 的 有 限 妇 
网 X22， XxX。 戎 和 园 取 0<G< 1 柄 

|] < 时 一 = 汝 XiEW C=1,2,.., 1). 


有 上 名 全 和 有 限 礁 此 性 殷 扑 空间 全 他 
种 加 时 性 
因此 MAAC ] OV HTx = ACTA IV +VIECU, 
vl =} rorl 


靶 知 口 吸 收 A, 因而 和 4 是 有 界 的 。 证 毕 ， 

反之 ,有 界 集 不 一 定 是 完全 有 界 的 。 z 

(ID 完全 有 界 集 4 的 妆 包 及 必 是 完全 有 界 的 。 

证 设 U 是 0 现任 一 环境 ; 取 人 0 的 王 衡 环境 V. 使 V+VcU， 
根据 妨 是 完全 有 界 集 , 取 x1，…, Xo€ ,使 ACLJ Cx,+V)。 别 
由 如一 各 + 条 


AcA vou pareve slo 


所 以 4 是 完全 有 界 集 。 

(lJ》 设 EE 是 线性 拓扑 空间 ,站 是 中 的 子 集 ， 如 暴 对 于 的 
每 个 环境 WW， 大 在 评 中 的 完全 有 界 集 Cy， 后 六 CCy+V，。 则 和 丰 是 
完全 有 办 的 . 

证 设 U 是 0 的 任 一 环境 琅 0 前 环境 V, 后 V+iVCU。 对 
于 Y, 根据 假定 , 存 症 一 个 罕 全 天界 从 CC 全 AcC4+VY， 国 六 CC 是 
完全 有 界 的 ; 记 以 存在 和 有 限于 网 X11， 全 


AcCC+YcU (ov 十 区 + Vl CX + UY, 
Yl 


记忆 站 是 完 爹 有 界 的 . 

《1Y 2 完全 有 界 集 的 于 从 是 完全 有 界 集 ， 

CY) 设 克 、 8B 是 完全 有 界 抹 , 则 下 述 诸 集 : 太 UB、 六 + B.AAA 孝 
是 完全 有 界 集 。 

证 ”在 此 公证 明 44+ 旦 是 完全 有 界 的 。 设 芝 是 0 的 任 一 环境 ， 
到 0 的 环境 VY, 使 得 V+VYcU。， 和 由 于 态 、 ms 下 在 有 有 
上限 个 点 组 成 的 集合 Fi 、 FF 二 厂 , 伍 得 

各 一 五 | +V， BCER,+V., 

划 ] A+BCPF +V+rF+tVCOPF, +tF y+U, 
而 Pi + P: 是 有 限 点 集 ,所 以 A+B 是 完全 有 和 界 的 ， 

下 面 先 引进 一 些 概 念 ， 
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设 玉 是 线性 空间 ， 轨 是 任 一 非 空子 集 ， 风 B= {ax ||e| 专 1， 
xE 上 是 包含 4 的 最 小 均衡 集合 , 称 为 和 的 艾 病 和 包 。 
“入 的 均衡 凸 包 是 包含 4 的 最 小 的 均衡 凸 集 。 通 常用 记号 [4 
下 示 集 和 4 的 均衡 凸 包 。 容 易 验 证 


人 蛋 
[A= {ti Xttsxt etter Di) El, x EA. 
用 


用 T。 4。 表示 一 族 集合 12 oe 7) 现 开 集 的 均衡 商 包 。 

如 果 王 是 线性 拓扑 空间 ， 尖 似 地 可 考虑 子 集 上 的 凸 闭 包 和 均 
衡 同 闭 包 的 概念 ，。 

(YI 设 E 是 局 部 凹 线 性 拓扑 空间 , 那 求 BE 中 完全 有 界 集 站 的 
均衡 止 闭 包 是 完全 有 界 的 。 

证 “ 设 Y 基 0 前 在 二 均衡 凸 环境 ,因为 4 是 完全 有 界 的 , 故 必 
存在 有 限 点 集 PP, 使 得 ACEF+V; 

记 1 和 4 玫 示 站 的 均衡 凸 包 , 则 ACTF+Y, 

因 TF 是 有 限 维 空间 中 的 紧 集 , 故 必 定 十 完全 有 界 的 , 出 4H1) 
可 知 [4 是 完全 有 界 和 集 ; 再 出 YIID 亲 知 及 的 均衡 是 闭 包 是 完全 有 
党 岁 。 

下 述 定 理 更 一 般 地 适用 于 一 致 性 空间 . 

定理 1 线性 拓扑 空间 EB 的 了 于 和 集 丰 是 紧 的 充 要 条 件 为 集 系 
是 完全 有 六 的, 并且 是 完 和 车 的 。 

证 必要 恒基 型 然 的 .只 要 证 充分 性 , 如 果 一 个 集 族 中 每 有 穷 
笋 个 混交 和 芷 无不 空 的， 则 乏 这 个 集散 为 联 读 ( 或 称 中 心 族 )。 设 多 
荐 让 入 的 季 集 给 成 的 一 个 联 藤 ， 如 果 能 够 证 明 顽 在 各 中 有 公共 接 
和 触 点 ， 划 亲人 是 紧 集 。 我 们 齐 道 任何 联 族 多 必 包 售 在 一 个 极 大 联 
族 多 ws 中 ， 而 且 红 。 具 有 如 下 手 质 : 设 CC4, 并 且 避 与 多。 中 每 
A 网 CE ys 夺 姻 案 Bl, By ……, BBE; 则 Bi 门 五 。 门 

-人 站 BE Pn。 在 多 中 规定 顺序 如 下 : 
BCEF,., BCCESCEB. 
那 末 FZ 是 证 癌 半 序 集 。 事 实 上 ,如 果 BJCE 多 xs 出 了 站 CE wy， 
地 . 


#1lo 完全 育 罩 集 和 有 限 扒 线性 拓扑 空间 了 人 
BEBNC, CEBNG. 
对 每 个 集 CE 多 sw, 任 到 C 中 的 一 点 , 记 为 xce, 这 样 便 得 到 一 个 半 
序 点 列 {xc; CE 多 *}。 现 在 来 证 明 这 是 一 个 基本 定向 点 列 。 事 实 
上 ,对 0 的 性 一 环境 U, 取 0 的 均衡 环境 Y, 使 
VtYCOU. 
对 于 V, 存在 xi， …，xnE A， 使 AcCLJ Cx,+V). 这 时 必 有 一 个 


vv， 使 t+ 和 多。 中 的 每 一 个 集合 相交 。 不 然 的话 ， 对 每 个 v， 
存在 CE 多 ss, 司 得 CX, 二 让 站 CG, = PCY=1,23,-…;, KR)。 则 必然 有 
1S (U Ge +V)) n (cv = 
这 和 实 : 是 联 族 的 假 调 相 锅 盾 。 因 此 ， 有 茶 一 个 x,+ 六 和 Fn 的 
一 切 集 相 交 ， 再 由 多 的 极 大 性 可 知 x,+VEZ ,因此 当 %+ 

VC, Xx,+ YC! 时 ,有 ; 
Xe XC CTO Ct CV VOU 

这 说 明了 {xes CE Fs} 是 基本 定 回 版 列 , 岂 于 C 是 完备 的 ,上 故 存 在 
Xo 蕊 站 ,全 lim xc = Xo。 

下 曾 证 明 x 是 多 * 中 集 的 公共 接触 点 ， 设 7 是 0 的 任 一 环 
撞 ， 存 在 CE 多 Fs, 使 当 EF 且 & 上 和 CC 肝 ，Xcr EX0 十 WW 即 知 
xo+ VY 和 C' 相交 ,然而 对 每 个 BE ws 有 BNCEF,, CBNC. 
因此 BNC 和 xo+Y 相 记 , 即 匀 中 每 个 集 B 都 和 x0+ VY 相交 , 辐 

系 在 完备 的 局 部 止 线性 拓扑 空间 中 ， 一 个 完全 有 界 集 的 均 
衡 凸 闭 包 是 紧 的 。 

证 ”由 性 质 人 YI2 和 定理 即 得 。 

妃 果 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 不 完 敌 ， 则 暴 集 的 均衡 凸 闭 包 是 完 
全 有 界 集 ， 但 不 必 是 紧 的 。 下 面 的 定理 指出 比 紧 性 较 弱 的 条 件 即 
能 推 得 完全 有 界 性 。 

集 入 为 可 数 紧 的 是 指 : 从 盘 的 任 一 可 数 开 覆盖 可 以 取出 有 穷 
子 虱 六, 在 拓扑 空间 中 ,所 谓 点 xo 是 让 的 积 集 点 是 指 ; 由 集 如 《xzo)} 
中 的 点 可 和 作 一 个 半 序 点 列 收 证 于 XxX%。， 从 而 ,如果 EE 是 分 离 的 线性 
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其 扑 空 间 , 子 集 和 为 可 数 紧 的 充 要 条 件 是 :入 中 任何 无 穷 点 集 必 有 
一 个 属于 站 的 积 集 点 . 

定理 2 设 玉 是 分 离 的 线性 拓扑 空间 , 有 是 E 的 子 集 , 如 果 太 
是 相对 可 数 紧 的 , 则 和 丰 必 是 完全 有 界 和 的 。 特 别 是 ,EE 的 可 数 紧 的 完 
答 子 集 是 紧 集 。 

证 ” 座 避 是 0 的 性 一 均 征 环境， 可 以 证 明太 有 有 限 吕 网 在 
站 中 任 取 XxX1E ,如果 六 忆 xj + 如, 则 xl 好 是 太 的 U 爽 。 否 则 , 取 
xszE 有 CC 了)。xaEtx+U) my 这样， 在 上 中 可 如 上 选取 元 
xn 伍 和 EEC)G=1 为 一 1)。 如果 这 样 的 x 只 能 取出 有 
限 个 。 那 末 4 一 {xi，xzy x+， 即 起 具有 有 限 品 网。 否 风 ， 
可 找到 至 少 可 列 个 x (8=I，2，…) 满足 上 述 性 质 。 但 是 4 是 相 
对 可 数 紧 的 ， 六 中 点 列 {xn} 广 EE 中 有 积 集 点 yy， 有 取 0 的 均衡 环境 
V, 入 

VVCoU, 
四 六 是 积 集 点 ，， y+V 中 必 包 含 {xw} 中 的 无 限 个 点 ， 取 一 点 XxXwEY 
+ ， 册 于 EE 是 分 离 的 ， 必 存 在 0 的 均衡 环境 ,使 xwEy+ 
信和 =Ynyz 人 刚 对 3 的 环境 六 +， 党 有 XE 4Xn}, 使 
N>M, 日 xwv Ey+ WCy4V， 由 此 xw= 六 xs 但 是 
Xi— Xu 人 Eyt VCy+t VV}=V -YCU. 

闻 xwE xXw+。 这 与 1%n 的 选 最 相 诈 对。 所 以 满足 上 述 条 忻 的 
x 愉 能 取 到 有 限 个 ,AA 有 有 限 口 网 ,从 而 不 是 充 全 有 界 的 . 

后 一 个 结论 由 定理 1 即 可 生 ， 证 毕 。 

下 面 讨论 有 限 维 线性 拓扑 空间 ， 

我 们 知道 4 维 线 性 空间 如 果 赋 忆 欧 几 里 得 距离 ， 则 称 为 欧 无 
里 得 空间 。t 维 欧 几 时 得 空间 是 一 个 线性 拓扑 空间 ， 下 面 的 定理 


宕 明 分 离 的 n 维 线性 拓扑 空间 本 质 上 是 网 几 里 得 空间 。 

定理 3 (有 限 维 线性 拓扑 空间 的 唯一 性 定理 〉 设 记 是 分 离 的 
线性 拓扑 空间 ,F 是 的 有 限 维 子 空间 , 则 下 必 同 构 于 有 限 维 欧 多 
空间 ， 因 此 ,FF 必 是 完备 的 , 从 而 是 . 

证 设 x1, Xe, …, xw 是 FF 的 Hamel 车, 则 F 中 的 每 一 个 元 x 
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可 唯一 地 寄 示 为 x%= a x:。 作 思维 欧 氏 空间 和 F 同 的 一 一 对 
Te Cars **, ox= Da, sy 


因 三 是 线性 折 扑 空间 ， 有 映照 工 是 连续 的 ， 下 面 将 证 明 工 是 连续 
的 。 有 从 而 了 是 部 维 欧 氏 空间 和 斑 间 的 拓扑 同 构 。 

现在 证 明了 TT! 的 连续 性 ， 用 归纳 法 : 设 F 的 维 数 为 1, {xi} 是 
F 的 基 ， 于 是 Tta) =axi，T-1! 是 了 上 的 线性 泛 函 。 其 6 空间 为 
{0 根据 EE 的 分 离 性 , {0} 是 闭 集 , 所 以 T-! 是 连续 的 , 即 n=1 时 


查证, 设 维 数 n=k 时 命题 成 立 。 如 果 n=k+1, T-! x= 世 oux 


《0 al。 由 于 工 上 的 每 个 概 大 线性 子 空间 必 是 天 维 的 ， 
启 归 纳 假 定 ; 它 同 构 于 天 维 欧 氏 空间 ,是 吾 中 闭 集 。 和 而 上 的 线性 
汉 录 其 0 空间 是 极 大 线性 于 空间 ,所 以 是 闭 的 。 因 此 ,FF 上 的 线性 
泛 函 必定 连续 。 特 市 是 , 线 考 活 阔 
jxXcrd (f=]1, 2, ,Kt+1) 

是 连 党 的 。 所 以 ~ 是 连续 的 。 证 毕 。 

推论 ” 设 玉 是 分 离 的 线性 扼 护 空间 EE 的 有 限 维 子 空间 ， 亿 是 
E 的 闭 线 性 子 空间 , 则 FF+G 是 E 的 闭 线 性 子 空 间 . 

证 作 商 拓扑 空间 吾 /@, 因 全 是 闭 线 性 子 空间 , 所 以 EE/ 吕 是 
分 离 的 线性 拓扑 空间 。 令 

上 FEF—-E/G 

是 典型 映 腿 。 则 了 + 人 品 在 8 映照 下 的 像 8CF》 是 Ej/G 中 的 有 限 维 
子 空间 .根据 定理 3, 它 是 E/G 中 的 闭 集 , 故 P+G=e-ICeCP?》 
是 EE 中 的 闭 集 。 证 毕 ， 

由 于 有 限 维 殉 氏 空 间 的 连通 性 ,可 得 天 如 下 定理 

定理 4 每 一 个 线性 折 扑 空间 是 连通 的 ， 

证 不妨 设 上 是 分 元 的 线性 拓扑 空间 ， 那 未 EE 中 的 每 一 点 x 
必 和 0 点 连通 ， 事 实 上 , 作 连 接 0 和 x 的 直线 F= {ax， ~- 器 <a< 
co7,。 FP 是 的 一 维 子 空间 , 根据 定理 3, 它 拓扑 局 构 于 欧 氏 空间 ， 
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所 以 大 连通 的 。 证 毕 。 

有 限 维 子 空间 的 拓 托 补 子 空间 ， 

设 关 是 分 离 的 线性 拓扑 空间 ， Y 是 X 的 线性 子 空间 ， 如 上 果 包 的 
了 空间 工 满 足 这 样 的 条 性 :YY 四 之 到 下 上 的 线性 且 恨 

了 2Zzr>a+z 
是 拓扑 癌 构 映照 ， 刚 称 工 为 工 葬 扫 超 补 子 室 间 。 

引 理 1 六 的 线性 子 空间 了 存在 拓扑 补 子 空间 的 充 要 条 忻 是 ， 

存在 一 个 连续 线性 映照 P 天 一 二 满足 
P:=P, | clYy 
RFPY= {Px |xE XX}=Y¥Y, C2} 
[3 . 
Ker P= {xXEX|Px=0}=Y, (3y 

证 必要 性 ; 如 亲 半 宇 Y 了 BZ, 则 基 到 Y(t 或 到 之 ) 的 投影 映照 P 
满足 本 引 理 中 的 条 性 C1》, (2)( 或 (1), (3))。 

充分 往 ; 设 是 满足 (1)(2) 的 映照 , 那 末 
名 = 工 ~ 卫 是 滴 足 C1) 32 的 连续 线性 如 照 ， 从 而 清楚 地 有 RCQ)= 
Ker P 以 及 Ker Q =RCP), 设 2Z= KerP ,由 等 式 

于 = 三 二 心 
说 明了 居 ->Y 四 Z 间 的 映照 xr>Px 四 2x 是 一 个 拓扑 辐 构 映照 。 在 
筋 一 方面 ,只 要 交换 PP 和 避 屋 可 同样 证 得 。 证 毕 ， 

如 采 关 是 Hilbert 空间 , 刚 基 的 人 等 个 贱 线 性 子 室 疝 了 邦 有 哲 扑 
补 子 空间 YL+。， 即 是 了 的 正 交 补 子 空间 。 对 于 一 般 的 Banach 空间 
的 闭 子 空间 ， 可 以 设 有 扩 扑 补 子 空间 ,但 是 汝 是 有 限 维 或 co~- 有 
限 维 子 空间 时 ,有 以 下 完 理 ， 

定理 5 设 羡 是 赋 范 线性 空间 (或 一 般 的 局 部 是 线 柱 拓扑 空 
间 ), 则 基 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 Y 都 有 拓扑 补 子 空间 。 

证 设 (el1,-…, 6,) 是 了 的 一 组 Hamel 基 , Y 中 的 元 素 可 表 为 
Y= er+… +ou en 那 末 系数 ur 可 以 看 作 立 上 的 连续 线性 泛 
诸 : Yr>%y。 按 这 尔 延 拓 定 理 , 把 Y 上 的 连续 线性 泛 函 的 延 哲 为 其 
上 的 连续 线性 活 函 w (j=1,2,…, 1), 定义 


§10 完全 有 有 界 集 和 有 限 维 线性 拓扑 空间 YB 
Px = 之 oxXYes CxXEXRY, 


则 了 PP 是 区 一 Y 的 连续 投影 根据 引 理 1, Y 存在 拓扑 补 子 空间 。 证 
举 。 

定理 6 设 X 是 线性 拓扑 空间 , 则 式 的 每 一 个 co- 有 限 维 的 闭 
线性 于 空间 了 有 拓扑 补 子 空间 ， 

证 投 zZ 是 了 的 任 一 代数 补 子 空间 ,根据 很 设 ,Y 是 co~ 有 限 
维 的 ， 所 以 乙 是 有 限 维 的 。 作 商 空间 居 /了 Y， 是 分 离 的 有 限 维 线 性 
拓扑 空间 , 则 可 定义 XX/Y 到 Z 上 的 连续 线性 肌 照 

Tr 十 DryXr 艺人 之 ， 
其 中 站 +z< 吉 示 瑟 /7 中 的 元 ， 它 可 以 唯一 地 用 也 中 的 元 表示 。 册 
于 两 边 都 是 有 限 维 的 , 故 连 续 性 是 明显 的 。 从 而 复合 映照 
PX—E/Y-» 
是 和 到 工 的 连续 投影 ,满足 引 理 1 所 要 求 的 条 件 。 证 毕 。 

注 “如果 所 是 一 般 的 线性 拓扑 空间 ， 那 末 甚 至 有 限 维 线 性 子 
空间 的 拓扑 补 子 空 间 也 可 能 不 存在 。 

有 限 维 线性 拓扑 空间 的 特征 ， 

定义 ” 设 E 是 线性 拓扑 空间 ， 如 果 存 在 一 个 0 的 环境 是 完全 
有 界 的 ， 则 穆王 是 局部 完全 有 办 的 。 如 果 侠 在 一 和 
的 , 则 称 E 是 局 部 某 的 。 

显然 ,局 部 紧 的 线性 拓 扯 空间 是 局 部 完全 有 界 的 ;局 部 完全 有 
界 的 线性 拓扑 空间 是 局 部 有 界 的 。 

定理 7 设 X 是 分 离 的 线性 拓扑 空间 ， 风 玉 是 有 限 维 的 充 要 
条 件 是 : X 是 局 部 完全 有 界 的 。 一 

证 必要 性 :由 有 限 维 欧 氏 空间 是 局 部 紧 的 , 即 得 证 。 


充分 性 : 设 和 中 0 的 环境 Y 是 完全 有 界 的 ,因为 二 Y 也 是 0 的 
环境 ,所 以 必 存 在 有 限 个 元 xi， …, xm, 使 四 
VC {X11, : Xm} + TV f 


设 了 是 由 xl, xz …， xm 张 成 的 有 限 维 线性 子 空 间 , 由 归纳 法 知 
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道 ,对 每 个 n, 有 2"VCY+V。 因 为 X= 2rV， 孝 有 旷 =Y VY. 


假定 于 #Y 了 , 则 工 /Y 了 去 {0}， 必 包含 一 个 一 维 子 空 闻 。 丸 ~ 方面 ， 
如 果 记 区 一 XY 的 典型 映照 为 86, 因为 YY 是 完全 有 界 集 ,而 8 是 连 
续 的 ， 所 以 9CV) 是 基 /Y 中 的 完全 有 界 集 。 册 于 X=Y 了 +V， 所 以 
必须 有 8(V) =9CXY。 这 就 说 明 BfY) 必 包 请 一 个 一 维 子 空间 ,这 
与 9CVY 是 完全 有 界 集 相 予 盾 。 所 以 必 有 X=Y, XX 是 有 限 维 的 ，。 
证 举 。 


习 是 一 

1. 设 巨 是 一 个 向 和 量 空间 ,了 是 马上 的 一 个 拓扑 ,如 果 使 映照 (=, ta 
+ (0, 2 qz 分 别 对 每 个 变量 为 名 别 连续 的 ， 并 且 分 别 在 包 x 鼎 中 的 
0, 人 点 及 x 瑟 中 的 伯 , 0) 点 处 连续 。 试 证 明了 是 五 上 的 启 量 拓扑 。 

2. 设 E 皇 线性 拓 站 室 间 。 SC。 试 证 明 对 每 个 s€ 访 存在 5 中 的 定 
认 点 列 {xos we }， 使 xa>a， 其 中 嘴 标 集 了 为 0 的 一 组 环境 基 按 定向 
( 即 指 如 UC 玉 , 则 规定 序 关系 U> 玉 , 按 此 序 关系 成 为 定向 半 序 集 )。 

3. 设 线性 空间 瑟 sf10}。 试 证 明 已 上 的 离散 拓扑 不 是 向 重 拓扑 。 

4《. 证 明 线性 空间 上 总 存在 最 强 的 向 量 拓 着， 它 是 所 有 疝 量 拓扑 的 上 
端 。 

5.* 设 忆 是 无 限 维 线性 空间 . 试 证 明 击 玉 中 所 有 均衡 吸收 集 所 组 成 的 
集 族 不 是 .上 的 向 量 丘 站 的 局 部 基 。 


( 设 {er 1=1,2，… 汪 是 线性 独立 集 , 令 如 = 卫 fal el lot[< 荆 5=1， 
2，…, 0}， 4=L ,4m 如 果 昌 是 由 A 所 张 成 子 空间 的 补 于 空间 ， 则 不 存在 
均衡 吸收 上 集 局 ,全 C+CCA+B.) 

6。 设 P(x) 是 线性 空间 EE 上 的 抠 范 数 ， 试 举例 说 明 : FE 上 使 p(z) 连 续 
的 最 弱 拓 站 可 放 不 是 向 量 挡 扑 :例如 取 玉 = RRR， P(x) = 1x1). 

717. 设 巨 是 线性 空间 。 试 证 明 巨 中 均 奖 后 吸收 集 全 体 板 成 向 量 拓 扑 的 属 
部 基 。 所 对 应 的 向 量 拓 扑 是 EE 上 的 最 强 局 部 力 向 直 拓 站 

8。Bor 拓扑 ， 设 {Es aeE sy} 是 非 党 ,分 离线 性 拓扑 空间 的 无 限 族 , 记 
瑟 = {Ee a€ ;又 设 是 集合 人 {Va€ ri 的 全 体 组 成 的 集 族 , 其 中 
是 Es 中 和 的 环境 。 试 证 明 岁 不 是 五 工 向 景 拓扑 的 局 部 基 ， 


可 是 一 Ti 


号。 设 私 性 空间 EE 上 的 子 集 族 和 4 满足 下 述 条 人 忻 ， 

(对 半 巾 每 个 局 是 中 点 二 (好 4+UC2D 站 的 馈 衡 吸收 染 

(3 对 任意 两 个 UUsE % ,站 在 UsEt ,使 UsCUanmDas 

(ji 定 ) 对 每 个 VUE, 存在 E 全 ,使 2P CU z 
试 证 明 ; 多 是 世上 向 惟 拓 扩 的 局 部 基 ， 

10。 设 硬是 线性 字 间 EE 上 的 向 中 拓扑 集合 ，、SEE。 斌 证明; SS 是 (EE， 
WD} 中 有 有 有罪 华 的 充 要 荣 性 是 :对 于 每 个 EP, 是 (区 ,TT) 中 的 有 午 集 ， 

11。 设 nz) 是 线性 拓扑 室 间 所 上 的 连续 所 范 数 。 试 证 明 p(x) 在 每 个 
有 界 集 上 有 异 ， 

12. 证 明 绑 性 拓 砷 空间 中 的 有 界 锚 性 子 空间 点 必 合 于 人 入 中 , 特别 是 ， 
分 离 的 线性 拓扑 空 间 的 有 界 子 空间 只 有 {00。 

13. 设 五 是 线性 拓扑 室 间 瑟 的 子 室 间 。 集 SCF。 试 证 明 仿 是 上 中 有 
办 集 的 充 要 条 和 件 为 :本 是 五 中 的 有 掉 征 . 

14、 设 { 忆 swE.z 是 一 族 线性 拓 办 空间 , 作 科 积 拓 拓 空间 志 = 由 {Es， 
4 所 党。 试 证 明 五 中 的 子 集 宁 是 有 界 的 齐 要 条 人 考 为 : S$ 在 每 个 五 < 上 的 返 影 
是 有 界 集 。 特别 是 TISar we 是 有 界 集 的 充 要 条 件 为 :每 个 宁 。 分 别 是 


Es 中 的 和 界 集 ， 

15。 设 互 是 线性 拓扑 空间 , 并 二 E'= E*。 试 证 明 E 中 的 每 个 收 雍 序列 
从 而 每 个 有 界 信 是 有 限 维 的 ， 

16. 证 明 线 性 折 提 室 同 中 有 限 点 集 的 凸 包 是 有 界 集 。 

17. 证 明 线 性 拓扑 空间 中 的 点 集 是 有 看 的 元 要 亲 件 为 , 它 的 每 个 可 数 子 
集 是 有 界 的 ， z z 

18， 设 记 是 完备 的 线性 拓扑 空间 ,如 线性 朱 守 空 间 矿 与 E 同 构 。 试 证 明 
F 户 也 是 完全 的 ，。 人 0 


19. 没 {EEs, a€ 4} 是 一 族 线性 拓 盾 空间 。 试 证 明 IT{E。, ae 是 完 
备 的 充 杰 条件 为 :每 个 吾 。 是 完备 的 . 
20. 设 {zo eeEwy 是 线性 拓 补 空间 三 中 的 点 列 。 如 果 对 每 个 习 E 
(万 ) ,让 在 6€.9 ,使 当 & 之 J 时 ;Xo 一 了 pV, 试问 Ts 是 趟 是 其 村 点 列 ? 
21 。 在 线性 括 扑 空间 豆 中 ， 如 果 存 在 一 个 心 的 环境 是 完备 的 集合 。 试 

证 明 豆 是 完备 的 。 
22。 设 T 和 了 是 绕 性 空间 上 上 的 西 个 向 量 拓 折 , 人 SS 在 (ET 和 (ET 
中 是 完备 于 人 虚 ， 试 指出 : S$ 看 作 (EE,， TT 中 的 集合 不 一 定 是 完备 的 (如 
在 线性 空 闻 五 上 给 定 了 两 个 范 数 1 和 下 使 (ET 上 和 (EE; 上 42 区 是 
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Banacth 空间 ,但 是 上 上 和 于 时 不 等 价 , 财 ( 且 , -+1.40 不 是 完 省 的 ,) 

23. 证 明志 关于 弱 折 扑 蚌 序列 完备 但 不 是 完备 的 。 

24. 证 明 如 两 个 向 量 拓扑 月 相同 的 收效 序列 ， 则 必 有 相同 的 基本 序列 
dz 中 是 基本 的 充 要 条 件 为 :对 于 所 有 自然 数 子 序 列 fon} 与 fw} zw 一 2 

>0). 

25, 设 E 是 线性 拓扑 空间 ， 折 = 40)- ,人 G 是 下 的 任 一 代数 补 子 空间 ， 试 
证 明 E 在 避 上 的 导出 拓 填 是 分 离 的 , 且 声 拓 提 同 构 于 局 x 让, 其 中 五 上 取 平 
丹 拓 提 。 

26. 证 明 在 上 两 中 五 是 完备 的 充 要 条 件 是 ,对 应 的 分 离线 性 拓扑 空间 她 
是 完备 的 。 

27. 证 明 分 离 的 线性 拓扑 空间 的 乘积 拓 站 空间 是 分 离 的 . 

28， 设 所 世 > 户 是 满 的 线性 映照 , 对 于 巨 上 的 向 量 拓 扩 , 总 可 以 在 玉 上 
导出 一 个 商 拓扑 , 使 得 f 是 连续 的 , 同时 , 又 是 开 的 帅 照 。 试 举例 说 明 E 上 的 
不 同调 量 拓扑 可 以 在 已 上 导出 同一 个 商 拓 并 《例如 在 居中 令 和 (zy = | 
+ | zz| ,19 人 二 | 21 则 pis 晤 在 六 2? 中 定 习 两 个 不 同 的 向 量 拓 扑 , 设 f(zy 
= Xt 如 可 )。 

29. 证 明 每 个 了 是 TLE 的 商 拓 扑 空间 ， 

30. 证 明 一 族 线性 拓扑 空间 {EE。, a€ sr} 的 磁 积 折 扑 空间 是 可 嵌 拆 范 欧 
《 指 拓 扑 可 用 一 个 拟 范 数 给 定 ? 充 要 条 件 是 ,其 中 权 有 有 有 限 个 空间 是 可 贱 拟 范 
的 , 其 余 揭 取 平 凡 拓扑 。 

红 证 明 每 个 无 限 维 的 版 准 范 空间 上 总 存在 不 连续 的 线性 区 画 。( 交 


fzs} 是 一 列 线性 无 关 的 向 量 , 取 加 >0， 使],zol < 二 , 令 f(s ra) =1.) 


32。 证明 线 性 拓扑 室 间 中 的 极 大 子 空间 或 是 移 窗 的 或 是 闭 的 ， 
33.， 设 豆 是 线性 拓 反 空间 ， 试 证 明 E'= 五 * 的 充 雪 条 件 是 ; E 中 每 个 线 
竹子 空间 着 闭 的 。 RN 
34， 设 五 是 线性 空间 达 的 Hamel 其 ， 对 于 每 个 x€ 瑟 可 以 宕 为 x= 


2 os 如 (其 中 后 EarE K)。 定义 
p(x) = |oI(r€ E), 


证 明 btz)? 是 五 上 的 赋 准 范 。 如果 定 义 az) = 访 ic， 则 qtz》 是 一 个 范 
数 , 从 而 每 个 线性 空间 上 者 可 以 定 祥 整 效 。 
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35。 设 鼎 是 完备 的 线性 距离 空间 ,G 是 五 的 子 空间 , 如 符合 是 吾 中 的 G。 
集 ( 即 可 列 个 开 集 的 交 )。 试 证 朋 宫 必 是 闭 的 . 


36. PO pl 是 满足 怀 ] ze 一 ce 的 点 列 2= (zi zy，…) 全 体 组 
下 一 工 
成 的 强 性 空间 ， 购 E 上 ! f= 学 数 [zl,= [x]?. 念 ex = <0, es 0, 1s 如 
ee 站 中 的 有 异 华 , 世 是 它 的 生 包 . 丰 是 有 有 界 舍 。 
。 正明 对 线 考 尘 间 已 的 每 个 连续 线性 里 妥 在 人 的 一 个 环境 上 吝 
er 
38。 1 一 空间 各 不 是 局 部 有 界 的 ( 设 UCe) = {4| 


If1<e}, Hf = TT di 如 6<s; 则 U8) 不 明 收 UCe))。 


39. 设 线 性 拓扑 宝 间 EE 是 第 二 岗 的 。 试 证 明 下 述 条 件 等 价 。 

0) 睫 是 局 部 有 界 的 ; 

5) 忆 是 可 列 个 有 界 集 的 并 集 ; 

c) 玉 中 有 宰 集 全 体 具 有 可 数 基本 子 集 族 . 

和 0。 设 瑟 是 固 准 范 空间 ， 瑟 中 级 数 卫 x 称 汐 这 对 闭 前 如果 1xnl . 
<o。 试 证 明 呈 是 完备 的 充 要 和 荣 件 为: 绝对 收效 级 数 是 收 妆 的 。 

和 且 .* 线性 拓扑 空间 中 每 个 序列 闭 凸 体 必 是 闭 混 。 但 对 于 凸 集 来 说 ， 结 
论 一 般 是 和 菏 的 。 

4<。 证 明 凸 集 的 内 点 全 体 是 是 的 ， 

和 3. 证明 每 一 个 Frechet 空间 不 可 能 有 由 可 数 无 限 多 个 元 组 成 的 
Hamel 基 《利用 有 限 维 子 空间 是 闭 的 ) 。 

4 和. 设 呈 是 Banach 空间 三 的 可 补 子 空间 , {fn}CS' 且 对 每 个 ES， 
tr) 上。 试 证 明 每 个 记 能 延 拓 为 gE€ EB'!， 瑟 对 每 个 XEE, gn, (zy 一 0 
【本 ai 其 中 卫 是 王 到 悦 的 投影 )。 

: 证 明 对 于 侍 一 赋 范 室 间 吾 ， 存 在 投影 PP，E"'>E', 并 且 I1PIl=1 
《对 pe Er 定义 EE', fr) = P(r), P; Fi>/), 

4 设 Banach 空间 EE 和 一 个 Banach 空间 的 共 轿 空间 同 构 ( 线 性 辐 
肚 )。 试 证 明 上 在 E* 中 是 可 补 的 。 

4T。 证 明 从 分 离 的 有 限 维 线性 拓扑 空间 到 任 一 线性 拓扑 空间 下 的 线 体 
映照 是 连续 的 

48. 设 巨 是 有 限 维 线性 拓 扩 空间 ,了 EE*, 如 果 耻 在 {0}- 上 为 0, 试 证 朋 
EE', 
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”得 .证 明 一 个 集 是 完全 有 寞 集 的 充 要 条 件 是 ; 它 的 每 个 可 数 子 集 是 完全 
有 乔 华 。 
5 设 1z 是 不 收 伍 的 基本 点 烈 , 则 {zo} 是 闲 的 完全 有 异 集 ,但 示 是 紧 
侍 。 
51。 证 明 一 个 可 数 紧 子 集 是 罕 全 有 界 的 . 
. 52 设 CE0, 1] 是 [0,1]. 上 实 值 连续 函数 全 体 组 成 的 线性 空间 , 对 [0,1] 
中 有 限 点 华 户 ， 令 Ure= {iz |<e ,xz 则 集 旋 {Ume|e>>0, FC 
[0, 1] , 下 是 有 限 点 集 } 入 成 C[0, 1] 上 局 部 凸 商 量 拓扑 的 筷 部 基 、 对 应 的 括 
扩 称 汶 点 坊 收 父 丰 提 。 斌 证明 旋 [9,1] 关于 点 点 收 敏 拓扑 未 满 足 第 一 可 草 
公理 。 
534。 设 线性 拓扑 室 间 吾 上 (例如 工 sit0, 1]，0<p<1) 未 存在 任何 不 得 
为 堆 的 连续 线性 放 国 , 则 吾 的 任何 有 有 限 维 子 空间 不 存在 拓扑 补 子 空间 。 
5 和 petrleta 十 号 aaacph 宇 全 卫 中 管 个 蓄 可 数 紧 子 集 是 骑 紧 的 和 
曙 上 测 紧 的 。 斌 迹 上 之 。 OCC 
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局 部 凸 线 性 拓扑 空间 理论 是 线性 拓扑 空间 理论 中 最 重要 的 部 
分 。、 由 于 在 局 部 凸 空间 上 存在 足够 多 的 连续 线性 泛 图 ， 这 就 使 得 
线性 拓扑 空间 的 性 质 ,特别 是 数 莱 运 算 有 了 充分 的 运用 ,得 到 了 许 
多 结果 。 线 性 拓扑 空间 理论 的 主要 成 就 差 二 多 都 是 和 局 部 凸 线 性 
拓扑 空间 相 联 系 的 。 

线性 拓扑 空间 中 局 部 西 环境 和 连续 线性 泛 国 的 联系 是 很 目 热 
的 。 在 本 章 8 2 中 ,我 们 将 看 到 存在 这 样 的 线性 拓扑 空间 : 其 上 不 
存在 非 的 连续 线性 泛 盏 。 设 iE, 了 ) 是 线性 拓扑 空间 ,了 是 E 上 
非 了 的 连续 线性 泛 应 ， 则 上 由 f 的 连续 性 可 知 , 均 奖 上 是 全 EC]f | 所) 
是 EE 中 9 的 是 环境 。 这 说 明了 如 果 E 上 存在 非 0 的 连续 线性 旋 
立 , 则 必 存 在 证 中 曲 更 真子 集 作 为 0 的 环境 。 在 $3 中 可 知道 ,如 
果 E 上 看 在 一 个 不 交 整 个 EE 的 点 的 瑟 环 境 ， 则 必 EA 0 的 连 
续 线 性 渤 画 。 

对 于 每 一 个 线性 拓扑 空间 (8B, 了 )》， 总 可 在 上 导出 一 个 局 
部 凸 操 扑 ,77 使 得 (CE, ,9 3 和 (CE, 1' 有 相 问 的 连续 线性 江 函 ， 
事实 上 ,如 设 5E, FF) 中 0 的 均衡 凸 环境 全 体 为 如 , 那 末 锡 满 足 如 
下 条 件 : 

(9) 和 儿 中 每 个 集合 是 均衡 凸 祭 , 且 是 吸收 的 ? 

(pb) 人 V 中 任意 两 集 的 交 UNVE BC; 

Ye 对 于 每 个 UEB 及 数 490, 有 arre 客 。 

于 是 ,以 多 作 为 0 点 的 局 部 基 可 以 唯一 地 在 下 上 决定 一 个 局 部 凸 
向量 拓扑 .81。97' 称 为 由 疝 量 拓扑 .图 导出 的 局 部 哩 向量 托 
扑 。 很 清楚 , .8 是 弱 于 3 的 最 强 局 部 凸 向 量 拓 扑 。 下 面 证 明 
(, I 和 (CE, 73) 上 有 相同 的 连续 线性 泛 函 。 事 实 上 ,因为 


入 分 第 二 童 ” 局 部 证 同性 拓扑 室 闻 


二 了 ,每 个 了 ' 连 继 线 性 泛 函 必 连 起 。 反 过 来 ,如 果 己 上 线性 
泛 疯 f 是 连续 的 ， 那 末 ECNHFI 志 12 基 0 的 多 拓扑 环境 ， 因 为 它 
是 均衡 凸 的 ,由 定义 可 知 , 它 也 是 0 的 3 ' 扼 扑 环 境 ， 所 以 了 也 是 
3 连续 的 . 
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刷 百 是 线性 空间 ，{pakx)，xE .zy 是 马上 给 定 的 一 族 氢 范 数 ， 
册 第 一 章 半 4 可 知道 ， 由 这 族 氢 范 数 可 以 导出 E 上 的 襄 量 所 扑 刘 
Fs 
性 取 8>>0 和 ，…, % 忆 .oy 帮 集 
UTC) 二 Bo， 
这 些 集 的 全 恒 记 为 % ， 刚 由 和 作为 局 部 基 崔 一 确定 百 上 一 个 向 量 
拖 扯 ， 乏 为 由 氢 范 数 族 1 aceE .oz 导出 欧 局 部 凸 向 量 括 朴 。 相 反 
地 , 任 一 局 部 丁 向 量 拓扑 下 以 由 一 族 氢 范 数 导出 ,因此 对 局 部 凸 线 
性 拓扑 空间 可 引入 下 述 等 价 定义 ， 
定义 在 线性 空间 上， 工 忆 由 一 族 拟 范 数 {peoCxX), aE cof? 
导出 的 拓扑 , 称 为 局 部 西 线性 拓扑 空间, 或 简称 为 声 部 西 空 间 。 
如 晕 用 5 老 示 所 范 数 族人 Dao, ee .oz ， 则 相应 的 局 部 凸 钱 性 拓 
扑 空 间 可 记 作 CE， SS 相应 的 局 部 西 癌 量 拓扑 也 称 为 托 扑 , 和 容易 
震 出 ,中 的 虞 列 %,-*>x 的 充 要 条 忻 是 ; 对 于 每 一 个 PES, 有 
PtX,— x)—0, 
(1》 线性 空间 上 和 二 {pry Eee 决定 的 局 部 号 向 量 哲 扑 是 
分 离 的 充 要 条 人 性 为 * 如 果 * 二 0 是 中 的 尾 一 非 0 元 , 那 末 
sup Petx) > 0, (1 


证 设 1) 式 满足 ， 如 果 x 二 y, 网 x-9 和 于 0, 根据 (1), 必 存 
在 oqE .cf ,使 得 patx 一 拉 =3d4>0, 如果 令 V= txjpotx) 志 1}， 
则 x 的 环境 x+tdY 和 的 环境 9g+aV 彼此 分 离 , 妇 满 足 Ts 公理 。 
充分 性 得 证 ， 
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反之 ,如 果 存 在 其 个 x 盖 0 而 对 每 个 waE .wx ,有 PoCx) = 0， 则 
x% 包 合 在 的 每 个 环境 中 ,所 以 不 是 分 离 的 ,必要 性 得 证 。 

(LD 设 3 是 E 上 的 一 族 拟 范 数 ， 将 相应 的 局 部 凸 空间 记 为 
《8,3), E 上 的 拟 范 数 qcx)》 关于 全 拓 乓 连续 的 充 要 条 件 是 ,存在 
有 限 个 拟 范 数 Dl, …, pmES 和 正 数 01,…, cm, 使 

OXIECIDICXY + rt CmpmntX) (XEE), C2) 

证 充分 性 : 如果 (2) 式 成 立 , 当 tE, 5) 中 的 点 列 %,->x 时 ， 出 

[CX 一 CX) | aX, — x) 
CPN KI ++ CmPmtX, — KX) 
可 知道 , 当 充分 大 时 ,上 式 右 端 可 以 侍 意 小 . 所 以 当 Xx,~>x (关于 
>- 拓扑 时 , atx,) 一 9tx),9Cx) 是 CBE, 37 上 的 连续 氢 范 数 。 
必要 性 : 设 9tx) 关 于 拓扑 连续 , 则 必 存 在 9 的 环境 
(pi wy， Pm, €) = {x)pi(x) <8, PES, 
让 一 二， 
使 XE UPI，… Pm ED) 一 ->GCX7<T， 


那 末 , 如 到 cy= 过， 必 有 


dXIECPIOXYI + + Cupm Xx). 


事实 上 ,如 果 g(x) =0, 上 式 自然 成 立 ， 如 果 9(X) 二 0, 令 


二 一 一 一 一 


dx) 
因为 gy) = 本 所 以 YEUCPI， "ss Pms £7, 从 面 必 对 某 ls 1, 使 
ptg7 寺 864， 攻 : : / / 


和 


lop + + cmp my, 
上 式 两 边 同 沫 以 gqtx), 扼 得 (2)。 证 毕 . 

由 UD 说 明 在 局 部 凹 线性 拓 守 空 闻 中 ,由 连续 拟 范 数 全 体 类 定 
的 拓扑 和 氢 范 数 族 S 所 决定 的 拓扑 是 一 北 的 。 如 果 在 荣 局 部 凸 空 
间 瑟 上 给 定 一族 拟 落 杜 5, 便 对 每 一 个 连续 氢 范 数 qtx) 都 存在 
Pls pnES 及 o> 00=1,2,-……, mm) 使 式 (2) 成 立 ， 则 称 这 样 
的 氢 范 数 旋 SS 为 了 上 连续 拟 范 数 的 一 个 子 基 。 如 果 再 把 要 求 如 强 : 
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一 点 ,使 对 每 个 连续 拟 范 数 q(x), 存在 某 个 pCx)ES 及 正 数 c, 局 
qcx) 志 cp(X), 则 称 拟 范 数 族 S5 为 召 上 连续 拟 范 数 的 一 个 基 。 

容易 知道 ,如 果 互 是 线性 空间 ,一 族 拟 范 数 $3 能 成 为 E 上 某 局 
部 凸 向 量 拓 扑 的 一 个 基 的 充 要 条 人 忻 是 ， 对 任何 Pi、pszEsy， 必 存 在 
pa 及 和 A>0, 刁 得 

PICX)EAPAX) PaxX)EApDaX), 

如 果 访 是 局 部 是 空间 BB 上 连续 所 范 数 的 一 个 子 基 ， 风 EE 中 0 
点 前 局 部 基 可 由 下 述 集合 的 全 体 给 定 ， 
攻 pz, ***, Pm 2) = al i=1, 让 
其 中 DD，… 中 性 一 点 忒 的 环境 雪 | 
基 经 平移 后 而 得 到 。 如 果 驴 py E Me 
则 EE 中 9 的 局 部 基 可 以 由 下 述 集 合金 体 欠 年 ， 

UCp, 6)= {x|ptX) Ee}, 

其 中 P(XY ESS, e>0, in 


同时 容易 知道 ， 局 部 凸 空间 上 所 有 连续 拟 范 数 所 对 应 的 单位 
球 Vo= {xjp(x)<<1} 构成 0 点 的 环境 基 , 册 (HT) 还 可 知道 在 局 部 
凸 空 间 上 报 范 数 gtx) 是 连续 的 充 要 条 人 忻 为 9 所 对 应 的 单位 球 Y 
是 4 的 环境 . 

设 已 是 局 部 凸 空间 , 逐 是 吾 上 的 一 个 连续 扳 范 数 子 基 , 则 五 按 
下 述 集 合 航 全 体 为 邻 ,成 为 一 至 性 空间 ; 

让 Xe IE EXEIpCX—- De t=1, .nn, 

其 中 Di poES，e>0。 

如 果 一 个 线性 空间 于 有 了 两 个 局 部 西 拓 扑 ， 则 可 以 按照 下 面 的 
定理 比较 拓扑 的 强 弱 。 

定理 1 设 E 蚌 线性 空间 , A、B8 是 EE 上 的 二 族 拟 范 数 ,EE 上 
由 4 或 了) 导出 的 向 量 拓扑 称 为 4- 拓扑 ( 相 应 地 ,B- 括 拉 )， 风 及 - 
拓扑 比 BB- 拓扑 弱 的 充 要 条 件 是 : 对 每 个 GEA, 必 存 在 Pl, Pw 
EB 及 正 数 01，…， cm 上司 得 下 式 

| ICXIECIPINY + + cmbmCX) 


于 一 切 xEE 成 立 ， 
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上 述 充 要 条 伞 还 可 等 价 地 表达 为 对 于 每 个 49E 有 在 , 必 帮 在 
站 使 
dx) ECMNMAXCPLICXY, “++, Pm(X)) (3) 
对 一 切 xEE 成 立 ， 
证 可 由 《ID 证 得 。 
系 设 王 是 线性 空间 , 入 .也 是 总 上 的 两 族 氢 犯 数 ， 则 这 两 艾 
所 范 数 导出 同一 局 部 凸 疝 量 拓扑 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 4E4, 存 
在 页 ，…，pmE 旦 及 cc>0, 使 (3) 式 成 立 ， 同时 对 每 个 DEB, 存在 
dis 及 C0 使 
有 天 让 Maxt qtX), 7, nt) 
对 一 切 xE 百 成 立 。 
(LID 设 E 是 易 部 凸 空间 ， 则 定 辐 成 到 六 基 基 本 是 亲 列 的 充 
要 条 件 是 :对 吾 上 每 一 个 连续 拟 范 数 p(x), 有 
PiXe— XO—0, 时 和 
如 果 S 是 E 上 的 过 续 拟 范 数 了 于 基 ， 闭 末 只 要 对 每 一 个 D(X) 
ES, (4) 式 成 立即 可 。 TT 
证 必要 性 ;对 任 给 的 8>0 以 及 任 一 连续 所 范 数 pix), 设 
只 = {xEEIpX) < 8}, 
则 可 是 0 的 环境 ,如 果 x. 是 基本 定向 列 , 则 必 存 在 %w%, 使 当 
上 dr 
时 , 即 有 DCXs 一 %,) 达 2, 因此 plxp 一 xX,) 一 0。 
充分 性 可 以 让 接 验证 。 最 后 , 当 S 是 EE 上 的 一 个 连续 拟 范 数 
子 基 时 ,如果 (4) 趟 对 5 中 的 氢 范 数 成 立 , 闭 末 根据 CD, (4) 式 对 
一 切 达 续 所 范 数 均 成 立 , 所 以 CIID 中 后 一 阁 论 成立 。 证 毕 ， 
对 于 局 部 凸 空间 ,同样 地 可 以 定义 完备 性 ,序列 完备 以 及 有 界 
完备 等 概念 。 类 似 于 第 一 章 $5 定理 3, 可 有 下 述 重 要 第 论 : 
定理 2 设 线性 空间 E 上 有 两 个 局 部 乌 向 量 拓 扑 , 它 们 分 别 是 
用 氢 范 数 族 S 和 下 定义 的 ,假定 对 于 每 一 个 PES, 关于 工 - 扼 扑 是 
连续 的 ， 同 时 对 于 每 一 个 43EI, 关于 全 拓扑 是 下 半 连 续 的 (序列 
于 学 连续 )。 如 果 集 A4CE 关于 S$- 拓扑 是 完备 的 (序列 完备 的 ), 则 
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各 关于 TI- 拓扑 必定 是 完备 的 (序列 完 蔡 )。 

证 考虑 到 下 半 连 续 所 范 数 的 单位 球 必 是 闭 集 ,结论 可 出 第 
一 章 $5 定理 2 得 到 。 下 而 直接 给 以 证 明 ， 

设 ,EA 是 关于 TT- 拓 扑 的 基本 定向 列 ， 因 为 S- 拓 扑 弱 于 本 - 
拓扑 ,所 以 加 也 是 关于 吕 拓 扯 的 基本 定 回 列 ， 根 据 条 人 性, 么 关 于 
S- 拓 了 扑 是 完备 的 , x, 必 按 5- 拓扑 收 襄 于 xE 肥 ， 

由 忒 是 T- 拓 盾 基 本 定 问 列 , 对 于 任 一 9ET 及 >0, 存在 Y， 
司 

HPV XE, (5) 
由 于 #8 关于 仿 - 拓 打下 半 连 续 , C5) 式 按 全 招 扑 ,对 xs 取 级 限 , 赐 当 
vV 守 Vp 时 , 必 有 

dX — XI Mim qtX, ~— Xn) EEE, 
即 x 按 TT- 拓 扑 也 上 收 人 证 于 XE 有 ,有 4 关于 TT- 拓 盾 是 完 条 和 的。 尖 于 
序列 完备 的 情形 ,可 类 似 证 明 。 证 毕 。 

对 于 有 界 完 着 ,有 类 似 的 结论 。 

局 部 凸 空 周 葛 完备 化 空间 : 

设 局 部 凸 空 间 瑟 上 的 拓扑 由 氢 范 熬 族 {pey wE oz} 导出 ， 下 和 


是 pat*) 的 零 空间 , 令 


E.= ©， 


车 记 xe 为 x 在 Es 中 对 应 的 等 价 类 , 那 末 Bu 按 范 数 
PalXoa) = Det) CBY 
是 一 个 冉 范 空间 。 记忆 为 BE. 的 完备 包 , P, 可 连续 延 拓 到 六 上 ， 
仍 记 作 pe。 从 而 ( 瑟 。, Pe) 是 一 个 Banack 空 间作 Banach 5 室 间 BE。 
的 乘积 空间 
R= EE., C7) 
根据 第 一 章 $6, 可 知道 F 是 完备 的 。 下 面 建立 8 到 下 中 的 映照 


PX I> X= (Xa), 


如 果 玉 是 分 离 的 , 则 了 是 到 FF 的 线 持 子 空间 E 上 的 一 一 映照 .Ff 


$1 局 部 凸 线 手 拓 并 空间 er 


上 的 乘积 拓扑 是 由 拟 范 数 族 BeCx? = 训 CX6) 《ae gz) 导 出 的 。 由 
于 《6), pa(X) = pelXo) = putx) (xE ERE)， 所 以 P 是 局 部 且 空 间 E 
至 的 线性 于 空间 上 的 拓扑 同 构 。 因 为 F 是 完备 的 , 所 以 如是 
完备 的 充 要 条 人 忻 为 是 F 中 的 闭 集 。 

定理 3 设 已 是 分 离 的 骗 部 由 空间 ， 邳 
Banach 空间 的 溢 积 空间 已 的 线性 子 空 阿兰， 芦 在 下 pa E hp 
是 EE 的 一 个 完备 包 , EB 在 拓扑 辐 构 意义 下 叭 一 确定 。 同 时 已 的 任 
一 组 局 部 基 在 台中 的 闲 包 组 成 名 中 0 的 环境 其 。 

证 ”根据 上 面 的 叙述 , E 是 E 的 一 个 完备 包 ，。 由 完备 化 的 一 
般 定 理 可 知道 瑟 在 拓扑 效 鬼 意义 下 是 唯一 的 。 

下 面 证 明 最 后 的 结论 设 {D0。; we VY} 是 中 0 的 由 开 环 境 
组 成 的 环境 基 , 则 可 证 U。 在 训 中 的 闭 包 5 的 全 体 是 十 中 0 的 环 
境 基 。 由 于 拓扑 同 构 , 我 们 对 吾 和 癌 不 加 区 别 ， 把 互 看 着 所 的 子 
空间 。 对 于 每 个 开 集 U。CE, 必 存 在 站 中 0 的 开 环境 U。, 使 得 

U.=U. NE. 
因为 U。 是 开 集 , 且 E 在 上 UU。 中 是 稠 密 的 ,所 以 U。 在 以 中 是 稠密 的 ， 
ld 0 ,U6 又 因 UCU,, 总 有 CV,， 记 以 
UD.=U,., U, 是 久 中 0 的 环境 ， 反 过 米 , 设 VY 是 上 记 中 0 的 住 一 闭环 
oe VNE 是 巨 中 0 的 环境 , 取 适 当 的 D.CV, 则 
5 CV, 

所 以 硬 。, ae 9) 是 眉 中 0 的 一 个 环境 基 。 如 果 {V。, mE 39) 是 吾 
中 任 一 个 局 部 基 , 那 末 对 任 一 Va 能 找到 Us,CV。, 对 任 一 Us 能 找 
到 Vor 过 DU。 所 以 由 江 . 己 讽 与 VwCD, 即 知人 we .oz 是 关中 
0 的 环境 基 。 证 毕 。 

系 “局 部 凸 空间 的 完备 包 也 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 。 

下 面 讨论 局 部 本 空间 之 闻 线 性 映照 的 连续 性 ， 

定理 4 设 X 和 了 YY 是 局 部 凹 空间 , T 是 X=>Y 的 线性 号 照 , 出 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 

4) 工 在 基点 区 民 戈 连续 3 

《pb 在 瑟瑟 一 致 连续 


委 镶 第 二 查 ”局 都 睛 线性 后 扑 空 间 


(c) 对 于 了 上 每 一 个 连续 拟 范 数 9, 9(Tx) 是 XX 上 的 连续 拟 
范 数 。 TT 
一 (00) 一 >(D) 是 平凡 的 。 

(9)===>Cc)， 设 T 在 xoEXX 点 连续 , 9 是 Y 上 的 任 一 连续 拟 
范 数 , 则 Txe + Va 是 Txo 点 的 环境 ,因此 

Ti(Txot Ya) =xoF {x|qtTx)1} 
是 下 中 6 的 环境 ， 由 此 即 知 |actTx) 专 1} 包含 某 连 续 拟 范 数 了 了 
的 单位 球 Ye, 记 以 拟 范 数 qCTx) 的 单位 球 是 9 的 环境 , 9X) 是 
X 上 的 连续 氛 范 数 . 证 毕 . 

如 果 人 S 利 工 分 别 是 芒 和 Y 上 的 连续 拟 范 数 子 基 , 则 定理 4 中 
C0 等 价 于 CcY 。 

(cy 对 每 一 个 9 世 ET, 必 存 在 有 限 个 pi， …，bmEs 帮 止 数 
Ci mT DiCX) 二 二 Cnpnxc 对 每 一 个 XEX 成 
立 。 

宕 易 生 道 。， 从 线性 拓扑 空间 碟 到 线性 拓扑 室 间 立 的 连续 线性 
上映 照章 全 体 , 按 道 常 的 加 法 帮 数 乘 是 一 个 线性 宝 闻 。 

设 及 .YY 是 局 部 严 空 间 , 如 果 T 是 苇 色 了 上 的 线性 上 映照， 又 是 
拓扑 辣 凸 映照 , 则 称 T 是 X 到 Y 上 的 同 构 喘 照 ! 而 称 局 说 西 空 间 
X 和 了 是 同 构 的 。 

设 卫 ,了 是 两 个 局 构 的 局 部 凸 空间 , 了 是 回 构 上 映照 ， 那 末了 工 和 
T-1 都 是 连续 线性 映照 ,由 此 推 得 素 上 的 氢 范 数 pCxy 是 连续 的 充 
机 条 件 是 ,qts%) = PCT-1) 是 Y 上 的 连续 氢 范 数 , 庚 以 由 同 构 上 映照 
TT 导出 了 芒 和 YY 上 的 连续 所 范 数 之 间 的 一 一 对 应 ,类 似 地 ,XX 中 十 
向 列 x, 是 基本 定向 列 的 充 机 条件 为 , Tx, 是 了 中 的 基本 定向 列 ， 
因此 怀 中 点 集 和 是 完备 的 充 要 条 件 为 : T(4) 是 了 中 的 完全 集 。 

如 果 和 .了 是 赋 范 空间 , 工 是 X- 一 7 上 的 一 一 线性 了 映 上 照 ， 那 末 
T 是 同 构 映 照 的 充 要 条 件 为 :存在 常数 c>0, 使 

cilxlx|lTxjrsclxlx (xeX). 
特别 地 ,如果 xls 和 xj 是 向 量 空间 苹 上 的 两 个 范 数 , 则 它们 在 
XX 上 定义 相同 的 局 部 廿 拓扑 的 充 要 茶 件 为 ;存在 5>0, 使 


#1 局 部 凸 比 尾 拓扑 空间 B89 
cx lxlescixl: ‘xexXy 
这 时 称 范 数 jx 与 4 有 是 等 价 的 。 
对 于 局 部 凸 空间 中 的 有 界 全 有 下 述 特征 ， 
《IY) 设 B 是 局 部 凸 空间 ,拓扑 由 报 范 数 旋 5 导出 ， 集 ACE 
是 有 界 的 充 要 条 性 为 对 每 一 个 px ES 有 
SD PIX) TZ eo, 


《Y) 设 瑟 是 局 部 凸 空间 , 各 是 五 中 的 有 界 集 ， 则 入 的 均衡 凸 


团 包 奶 是 有 界 集 。 


i 证 设 妆 的 均衡 是 闲 包 为 集 B UU 是 0 前 任 一 环境 , 因为 召 是 


局 部 丁 的 ; 必 存 在 的 均衡 凸 闭 环境 VcU， 网 本 必 
存在 6, 使 得 
人 < 一 > ACV, 
从 而 当 以 |<6 时 ， 
五 二 安生， 

即 知 也 是 有 界 的 。 证 毕 。 

这 星 需 要 指出 : 对 于 非 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ，《Y) 的 结论 不 一 
定 成 立 , 在 $3 中 将 给 出 这 样 的 例子 。 / 

定 尽 ” 设 开 是 局 部 凸 空间 , 如果 具 有 这 样 的 性 质 , XX 上 的 任 一 
拟 范 数 BCx) 如 果 在 每 一 个 有 界 集 上 有 界 从 而 可 推 得 p(x) 是 连续 
的 , 则 称 局 部 凸 空间 多 为 园 空 间 ( 或 有 异型 空间 )。 

定理 5 设 X 是 辕 空 间 , Y 是 局 部 点 空间 ， 如 果 线 性 映照 Ts 
XY 是 有 界 的 , 则 TT 必定 连 笑 。 一 一 一 一 一 
”证 设 qtwD 是 Y 下 现任 一 拟 范 数 ， 则 q(Tx) 是 X 中 的 拟 范 
数 ,由 工 的 有 界 性 可 知 a(Tx) 在 XX 的 每 个 有 界 集 上 有 界 ,因为 X 是 
回 空 间 ， 由 轿 空 间 的 假设 可 知 4(Tx) 是 世上 的 连续 拟 范 数 , 报 据 
定理 4 即 可 知道 了 是 蔷 到 了 的 连续 映照 ， 证 毕 ， / 
”定理 5 可 看 作 赋 范 空间 情形 的 推广 。 


定理 6 赋 可 列 辣 是 圈 空 间 ， : 
证 设 局 部 凸 空间 无 上 的 拓扑 和 由 可 列 个 拟 范 数 
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{pCX}, = 1, 2， "= 
给 出 ,不 切 假 设 
POX}E PX) EP XE TR), 
事实 士 , 如 果 不 是 这 样 ,可 令 phCx) = max px), 出 由 定理 1， 


{pnCX), HH=1, 2, .…} z * 
决定 的 拓扑 和 由 {pCX), R=1,2,…} 决 定 的 拓扑 是 一 至 的 , 只 要 
pn} 代替 原来 的 {pw} 妈 可 。 
设 g(x) 是 关上 的 一 个 拟 范 数 , 它 在 半 的 每 个 有 界 集 上 有 界 ， 
即 对 任 一 有 界 集 4, 有 
SUP dX os, 


今 证 必 有 自然 数 R& 和 正 数 c, 使 


dXIECPnANY (CXEXNY, Ce} 
人 不然 有 的话， 对 每 个 自然 数 m， 必 有 元 素 EX 使 得 plxs}=1i, 而 
JXp) > 《号 


由 于 对 任何 自然 数 ,， 有 下 式 成 立 : 
SUD Pm(lXn) Inax {pm(X1), PmtXo}s ***, paxm_1}s1}, 


《xn 荐 久 中 的 有 界 集 ,然而 , 禄 据 (9)， sup dxn) 三 ce， 这 和 空 的 


息 设 有 于 大 。 故 必 有 某 自然 数 使 (8) 式 成 立 ， 从 而 4(%) 十 六 上 
的 连续 拟 范 数 ,这 就 证 明了 天 是 半空 间 。 

定义 设 关 是 局 部 是 空间 ， 如 果 臣 上 每 个 下 半 连 续 拱 范 数 是 
连续 的 , 则 称 到 为 桶 式 室 间 。 

定理 了 局 部 此 Frechet 空间 是 桶 式 空间 。 

证 设 其 是 局 部 凸 Frechet 空间 (也 称 CF} 空 间 },pP(x) 是 站 上 
的 下 半 连 续 拟 范 数 , 则 

Vo= {x |p(ix)E1} 


是 X 中 的 团 集 容易 知 道 X~ | {nVs}。 因 为 Xx 是 完备 距离 空 


间 4 故 是 第 二 网 的 。 由 此 ， 至 少 有 一 个 集 ， 十 如 Vy 包含 一 个 内 点 p 
因此 Ys 也 包 会 某 内 点 ， 叉 因为 Vp 是 均衡 凸 的 , 容易 知道 0 点 必 


上 可 测 拟 范 室 间 乌 1 


是 Yn 的 内 点 。 有 从 而 ptx) 在 0 的 革 环 境 上 有 界 , P(X) 是 连续 的 。 
本 


3 2 赋 可 列 拟 范 空间 居间 


设 巨 是 线性 空间 ，{jxjwn= 1, 2. …} 是 已 上 的 一 列 拟 范 数 ， 
出 瑟 按 这 列 拟 荡 数 导出 的 局 部 凸 拓扑 称 为 屿 可 列 拟 范 空 间 ， 

一 个 局 部 凸 空间 已 是 赋 可 列 拟 范 空间 的 充 要 条 件 为 了 上 存在 
出 可 列 个 连续 氢 范 数 组 成 的 子 基 ， 

定理 1 1 性 拓 装 空间， 出 是 可 赋 可 列 拟 范 的 充 要 
条 件 为 :满足 种 二 可 列 公理 ,而 且 是 局 部 凸 的 。 

证 设 上 B 是 满足 第 一 可 列 公理 的 局 部 凸 空间 3 

{Us sn = 1 2, .…*} 

是 中 0 的 一 列 环境 组 成 的 环境 基 , 由 第 一 章 39 引 理工 可 知 ,局 
部 凸 空间 中 均衡 凸 环境 组 成 0 的 环境 基 。 取 均衡 名 环境 VU,， 
则 《yw ia= 1, 2, …}》 是 0 的 环境 基 。 对 每 一 个 Yu, 相应 地 有 一 
个 Minkowski 泛 函 ,这 里 用 xl。 表 示 。 刚 根据 第 一 章 8 9 定理 4 
可 知 , 马上 局 部 凸 拓扑 可 由 可 列 拟 范 数 族 {xen 1, 2, .时 
出 ， 即 五 是 赋 可 列 拟 范 空间 . 

反之 ,如 果 EE 是 赋 可 列 拟 范 空间 ,其 上 的 拓扑 由 

{xl = 1 2, -.} 
导出 , 则 下 述 集合 的 有 限 交 
{xiixhs<d} Cm, n=1, 2, .) 

组 成 0 的 革 本 环境 组 ,所 以 互 满足 第 一 可 列 公理 。 证 毕 ， 

对 于 赋 可 列 拟 范 空间 E, 正如 在 $1 定理 6 的 证 明 中 记 措 出 
的 ,对 于 其 上 可 列 个 拟 范 数 Jx'ss 不 妨 假 定 满 足 条 件 ， 

9 ee Ee C1y 

今后 考察 斌 可 列 拟 范 空间 时 ,总 假定 其 上 氢 范 数列 满足 条 件 (1)。 
这 时 , 容易 知道 0 的 环境 基 可 取 为 


全 全 第 一 讲 ”局 部 呈 线 性 所 扑 笃 岗 


U0,={x|Ilxl <T} n=l,2,.), .2 


如 果 吾 是 分 离 的 局 部 凸 空间 ， 由 定理 工 和 第 一 章 $8 中 的 定 
理 2 可 知 E 是 可 赋 可 列 氢 范 的 充 要 条 忻 为 E 可 以 距离 化 ， 对 于 赋 
可 列 搜 范 空 间 , 可 以 通过 吾 上 给 定 的 氢 范 数列 吉 xl = 1, 2,-…-} 
直接 把 BB 上 的 不 变 距 离 写 出 来 : 

P(x, = 六 二 人 一。 

由 于 plx, 护 =0 的 充 要 条 件 是 对 一 切 k,Jx-vl=0, 又 因 E 是 
分 离 的 ， 记 以 x=y, 由 此 萄 知 p 是 BB 上 土 航 不 变 降 启 。 下 面 证 明 由 
P 导出 的 招 盾 和 由 所 划 数 列 日 xln; n=1,2,…) 导出 的 拓扑 是 
一 致 的 。 记 OCxey0) = 位 |p(x xX0) 达 }, {Us} 是 如 (2) 式 所 表示 的 
E 中 0 人 有 


0( 0, ti , 1+ 六 
所 以 p 导出 的 拓 盾 和 和 有 原 拓 扑 是 一 致 的. 

一 些 例 子 

例 T 设 a>0, 令 天 Cg) 为 直线 上 的 适合 条 性 

ptx)=0, lx| 守 a 
的 无 限 次 可 微 函 数 的 全 体 ， 按 通常 的 函数 加 法 和 数 与 耳 数 的 习 法 
成 为 线性 空间 ,对 每 个 nn, 令 
Lol, = max Jercx)| Cn=1, 2,.…), 


和 0 激 着 匡 哮 


2 ) n=1, 2, :*) 


其 中 中 mx 表示 P 的 ?次 性 函数， P(x7》 王 VCx), 则 
站 他 于。 《下 = 了， 2 ， “+ ) 

是 Kca) 上 的 一 列 范 数 ， 而 且 w=0 的 充 要 条 件 是 对 一 切 #， 
19 1 = 0, 因此 Kca) 按 范 数列 {1pls; n=1,2,…} 成 为 满足 To 
公理 的 赋 可 列 氢 范 空 #3 辣 。， 这 就 是 广 芯 函数 论 中 所 述 及 的 文集 在 
E 一 2, 9 中 的 基本 函数 全 体 所 成 的 基本 函数 空间 ,在 Ca) 中 {op} 
按 拓 和 扑 收 合 于 0 的 充 要 条 件 是 对 每 个 nn， [就 是 
”对 每 个 kh, 有 


#3 几 可 列 批 范 空间 咎 苇 
max [oxX) [0 CK->o00). 


ns 


妇 {px 的 种 踢 导 梢 数 在 [一 4, 8j 上 均 句 收 人 训 于 0 
对 于 障 维 空间 上 的 基本 函数 空间 也 可 和 作 类 代 的 描述 。 
令 Rf 是 玉玲 实 空 间 , 当 X= (xi xyE RR* 时 , 令 
xl = 《Xe + 2 
该 和 = 《V1 ws 是 天 个 非 负 整数 记 成 的 序 组 , 邻 


| | = YY] J Vy, 


-ll ttre 
i ?= DY 


设 40>0, 令 Ki0) 为 Rx* 上 适合 条 件 
Pxy=0,. lxila 
的 无 限 次 可 微 函 数 全体 所 成 的 线性 空间 ,这 时 对 每 个 n, 令 
dolr=max [Dr (n=1,2,."), 
其 中 Dip 三 mp, 那 末 K*C9) 按 人 pls R= 1,2,…} 成 为 满足 70 公 
理 的 赋 可 列 氢 范 空间 ,而 {ps} 在 K*Cay》 中 按 拓扑 收 敏 于 0 的 充 要 
条 忻 是 ,的 各 个 偏 导 函数 在 |x| 志 a 上 均 刁 收效 于 0， 
例 2 设 U 是 复 平面 上 的 单位 加 {z|jzl1<1y，4(U) 是 口上 
的 解析 函数 全 体 , 对 每 个 关 作 402 上 的 范 数 
Fp, = max, [ptz)] C=1, 2,..…), 


出 ACDD 按 相 Pj = 1 2 成 为 满足 To 公理 的 赋 可 列 范 空间 ， 
而 且 在 AC0) 中 ，{!9pxy 按 拓 扑 收 误 于 0 的 充 权 条 件 是 {px} 在 
[z|<1 中 内 闭 地 均 飞 收 敦 于 澡 . . 
例 3 设 C(t- 吕 ,2o) 是 直 级 上 的 连续 函数 全 体 所 组 成 的 线 
性 空间 。 当 PECC- 吕 ,00) 肝 ,规定 - 
Ip = max [Pex) | 。 


则 CC o0, 00) 按 拟 范 数 列 人 pls = 工 2 … 和 成 为 满足 Te 公理 


的 赋 可 到 氢 范 罕 闻 ,而 CC ce co 中 {pr} 按 拓 扑 收 伍 于 0 的 充 
要 条 忻 是 {Ps} 内 闭 地 均匀 收 训 于 0. 


二 只 第 二 章 ”局 部 下 钱 性 折扣 空 俩 


下 人 曾 讨 论 特 殊 的 一 类 带 可 列 氢 范 空间 , 称 汶 屿 可 列 范 空间 .但 
是 ,不 能 照 字面 理解 ,以 为 赋 可 列 范 空间 仅仅 是 把 艺 可 列 拟 范 空 间 
中 的 氢 范 数 换 成 范 数 ,- 将 在 下 面 给 坦 定 义 。 这 类 室 间 在 广 僚 函数 
论 中 经 常 遇 到 , 它 是 由 Tens 中 edx 等 人 引进 的 。 
识 惠 是 线性 空间 , 19 号 rl 是 E 上 的 两 个 范 数 ,如 果 对 于 
接 nmi 和 191 都 是 基本 的 点 列 二 wm} ， 当 wl 一 0 时 ， 避 有 pm 
0, 写 此 同时 , 如果 当 1pm 一 9 时 , 必 有 jmj 一 > 了 9, 则 称 4¥l 和 
中 人 是 相 容 的 。 
例 4 Ka) 上 的 任何 两 个 范 数 Iris 与 Pl 是 相 和 容 的 ， 事 实 
上 上, 如果 nn 过, 则 ]9 sls。 设 {pe C=1,23,-…) 是 ca) 中 
按 rh 和 jipl， 都 是 基本 的 点 列 。 加 果 bp m0 E00}, 由 
于 jw 所 heim 自然 有 jp1s 一 0CK->co)， 上 反之， 如果 jpx1 ,=0 
(K-00), 由 于 直 按 Jp, 是 基本 的 ,网 避 有 [一 8, 0 上 县 有 六 
阶 连 续 导 阔 数 的 函数 pm, 使 得 对 一 切 % 志 mm, 有 
max Ph” — pill—=0 Ck o0)., (2 


te 
因此 由 max gL 一 0Ck->o0) 厅 知道 max po = 09， 最 外 =9， 
因此 由 (2) 得 到 | wm 一 9。 
例 8 设 E 是 [0, 1 上 网 儿 项 式 全 体 ,在 EE 上 和 作 
bd nar [¥en 1, 


Fel’ = max 了 上 (|. 
则 Jp 和 9 上 都 是 三 下 的 范 数 ,但 不 是 相 穿 的 。 事 实 上 ， 令 YC) 
为 [0,， 1 上 不 恒 为 0 的 连 绽 函数 ,但 
g( 二 )= 0 (=1, 2,.%), 
刚 必 存在 一 询 客 项 式 好 由 在 [0. 1] 上 一 致 逼近 彰 ， 即 
lim max [mt — PO) = 0, (3) 


dom of 


因此 分 m} 按 范 数 上 pl 是 基本 的 。 由 于 fv 覆 志 191 当然 19》 按 
jp’ 也 二 基本 的 ,由 C3) 可 知 


$2 岂可 列 拆 范 宝 同 各 


ey 
因为 gp( 工 )=o Cn=1, 2,…)， 所 以 lpml' 一 0. 但 这 时 因为 


v 关 0, 所 以 jp] 不 趋 于 0, 说 明 [9 与 hw 六 不 是 相 容 的 ， 

引 理 1 设 E 蚌 线性 空间 , |rl 和 pl’ 蚌 E 上 的 两 个 相 容 的 

范 数 , 又 设 存在 正 数 c, 使 得 
ple, pe E. C4 

设 训 是 E 按 Hq9[ 的 完备 化 空间 ,网 必然 可 以 把 je 及 崔 一 地 莲 
拓 成 上 的 范 数 . 

证 由 于 EE 在 襄 中 是 秽 密 的 ,对 于 每 个 ye, 必 有 {pw} CE， 
使 得 19m 一 中 | 一 0。 因 为 

onl >= dp S| pm pi cl — Pl, 《5) 
遍 尽 证人 收 途 , 记 

ol = 1im fp C6) 
网 ie 有 的 意义 与 《epo}》 的 选取 无 关 , 事实 上 ， 如 果 [Ys 一 p91 一 0， 
mEE, 出 (4) 式 可 得 到 
9 i 

因此 imjysj = fim 如 1。 由 此 特别 可 以 知道 当 yEE 时 , 《6) 式 
中 的 jv 和 互 上 原来 的 范 数 是 一 臻 的 ,因为 这 时 可 取 pm= 由。 

由 (6) 容易 看 出 ,，j ?1 是 三 上 的 拟 范 数 , 现在 证 明 它 是 范 数 ， 
如 果 gj = 0,m9EEB, 那 末 根据 (5)，tpw 关于 范 数 -1 和 上: 是 
基本 的 , 而 且 根 据 (6), [wm ->0, 因此 由 范 数 1 和 41. 上 相 容 
的 条 件 推 得 jpm1 一 0, 即 得 qi = 0, 但 是 上 .是 上 的 范 数 ,所 以 
9 二 个， 证 毕 ，。 

系 ”在 引 理 1 的 假设 下 ,E 按 范 数 1. 上 的 完备 化 空间 E’ 二 EB. 

证 设 冲 按 .4 的 完备 化 空间 为 ,只 要 证 明 B 在 2 中 按 
范 数 | .| 是 禾 窗 集 即 可 。 由 于 E 按 上 .上 在 EE 中 稠密 ,对 于 每 个 
pe EE, 存在 {qa} CE, 使 1p -=0, 由 条 件 (4) 知 道 , | ps 一 J) 
一 0, 即 E 按 1 上- 在 8 中 是 黎 密 的 ,又 按 1.| 在 中 是 稠密 的 ， 


Se 第 二 童 ” 计 部 凸 线性 拓 扰 空间 
白 以 E 按 1 上 在 E’ 中 是 硒 密 的 。 证 毕 。 

利用 相 容 范 数 的 概念 引进 豆 可 列 范 空间 如 下 ， 

定 兴 设 忆 是 一 线性 空间 ，{149, #= 1 2 …} 是 E 上 的 一 
列 邯 数 ,不 芒 假 设 

和 站 Te 二 … 近 和 和 过 …， 

如 果 对 于 每 个 #= 1,， 2，…， 范 数 上 由 和 站 .| 是 相 容 的 , 则 称 E 
是 肤 可 列 范 室 间 。 

报 据 定义 ， 冉 可 列 范 空间 一 定 是 赋 可 列 氢 范 空 间 。 赋 可 列 范 
空间 按照 由 范 数 族 人 vi, R= 1,2,…} 导出 的 拓扑 成 为 一 个 满 吕 
第 一 可 列 公 理 的 ,分 离 的 局 部 凸 空间 . 

对 于 闫 可 列 范 空间 EB, 将 EE 按 范 数 1 上 1, 完备 化 成 为 Banach 
宇 间 BE， 按照 引 理 工 的 系 , 可 以 取 完 备 化 空间 E, 使 得 


EOE OED 一 五 Cr ) 
而 且 ol 可 以 延 拓 到 Be 上 ,使 得 在 B 上 
oi si 1 (8) 


以 后 对 于 赋 可 列 范 空间 吾 , 总 是 把 EE 按 1 上 :1 完备 化 成 为 B,, 使 得 
《77 和 (3) 式 成 立 。 
例 § 设 天 (ay 是 例 1 中 的 空间 , 人 PM, n=1,2,-…} 是 例 1 
中 所 述 的 一 列 范 数 , 则 六 Co) 是 屿 可 列 范 空间 ,对 于 每 个 自然 煞 m， 
. 令 玫 wa) 是 直线 上 的 具有 H 次 连续 导 国 数 , 而 且 在 [x| 汪 9 为 堆 的 
曾 数 全体 所 成 的 线 性 空间 ， 在 六 ,C9》 中 仍然 规定 : 
ps = max [pox) | ， 


WK (a) 按 上 I 成 为 Banach 空间 。 下 面 再 证 明 天 Ka) 在 (CQ) 中 
按 上 :1 是 而 窗 的 。 
事实 工 , 如 里 PER C0) 令 . 


.1 各 一 下 一 
vo = | ate PT 到/ ea, 


其 中 cm=| se me dt 
ete 


$3 绩 可 列 拟 范 空间 7 


了 三 自 ， 所 以 人 mC) 十 ， 


i 
1 全 
Ei 


站 x 
当 [x|>>a，[ 引 二 也 时 ， 7 


即 知 qmCx2》E KCa)。 下 面 证 明 jw 一 pl 有 ->0。 
事实 上 , 当 VY<<n 时 ， 


, lil A x—! 
| Pp CX — PP i cn(1—=) | .< Wty 


_ prcxy le ee dt+ Jp (tw) (ay 1). 
nt 


出 于 EE Ca), 所 以 当 YY 二 时 ,对 和 尾 何 上 存在 总 ， 使 当 | 兰 一 基 | 
< 时 ,| po 一 中 OK <e。 记 邮 =Pmaxlpetxyiy 同时 取 元 
分 大 的 自然 数 丸 ， 使 当 岂 N，lx|1<a， | 所 二 时 ， 


-tt 
i 
Hr 


因此 当 tm 这 N, Yh 时， 
[PX) — Pp "Cx) < +M{((1 一 一 ) 一 1). 


由 此 易 知 当 HH oO HJ ， Pe 一 i,-0, 
因此 KC9) 就 是 C9) 按 范 数 下 的 完备 化 空间 ,这 时 (7) 趟 


为 
KADKAA Dm OR CD OOK, 


定理 2 设 E 是 赋 可 列 范 空间 , {Pj n=1,2, …*} 是 EE 上 
的 范 数 。 令 E, 是 瑟 按 上. 和 的 完备 化 空间 ,并 且 适 合 (77 和 (8)。 则 
EB 是 完备 空间 的 充 要 条 诈 为 


门 E,=E, 
ed | 


证 设 (3) 成 立 。 如 内 分 w} 是 BE 中 的 基本 点 列 ， 则 对 于 任何 
Rs 下 式 成 开 s 


《YH) 


| 第 一 音 ” 启 部 凸 线性 拉 扑 室 间 
Em Pr — Pm bs = OO. 
。 bra : 
由 于 EB 是 按 上 41, 的 完备 化 空间 ,因此 有 PEB,, 使 
Hm jo — Pm, = 0. (10) 


由 于 瑟 二 Erni, 所 以 pWDE EE 又 因为 pl 专 Hpbi， 
人 
< PE + Pe om 0, 
BIE pm = ptt ln = 1, 2，-…?)， 艳 有 有 P= p= 


记 此 元 素 为 g, 则 由 < 站 E,, 根据 (9), PEE, 这 时 (10) 式 好 为 


Tim pr Pi,=0 Ci = 1 2, ce 


因此 他 mi 按 8B 的 拓扑 收 证 于 5B 中 的 元 Fm, 所 以 吾 是 完备 的 。 
反之 ， 如果 EE 是 完备 的 ,任职 9E 门 Es, 由 于 在 Es 中 技 
上 pi, 是 稠密 的 , 必 有 PE 8B, 使 
jp- oj.< 二 。 C11) 


刚 对 任何 刁 然 数 开 ， 当 天 mm 二 rn 时 ， 
[ops — Pml, < HP — 人 Pils 十 [Pp 一 他 
<to-9rlt ho- paln<T+i 
盎 以 对 每 个 是 ， Hm i 一 志士 B 中 的 基本 点 列 , 由 
于 是 完 普 的 , 当 有 EE RR, 司 对 一 招 n, 有 
lim Es 一世。 = 0. {12) 
但 出 (11) 担 基 
pi pl ph 
<Iy~ ptr lo- ps <T + rl,, (C13) 
其 中 Tn, 肯 由 12) 得 知 一 P 有 二 0， 所 以 六 = 类 EE, 即 


站 ECE, 


$3 内 可 列 拟 范 坊间 QO 
由 (C7) 式 即 知 (9) 式 成 立 。 证 毕 。 
我 们 注意 到 例 6 中 显然 有 KCe) = 让 KeCa3, 所 以 KCa) 是 完 
备 的 。 
尝 备 的 同 可 列 范 空间 称 为 于 列 -Banach 空间 
定 尽 设 E 是 线 桂 空 间 ，{(p, 加 ,, n=1,2,…} 是 其 上 的 一 
条 积 , 记 He = (CP, Pn HE 1 = 1, 2, es 成 为 
赋 可 列 范 空间 , 刚 称 E 按 {(P pn = 2 洲 可 到 -内 积 空 
间 。 先 年 的 可 列 -内 积 空 阅 称 为 可 列 ~Rilbert 空间 。 
例 7 了 设 EKcay 为 俩 5 中 的 空间 ,但是 规定 一 询 内 积 
Cy, Wr=D | PVDPVD dt, (14) 
其 中 = 1,2,:…。 下 面 要 证 角 Ka) 控 {P, 人 ny 下 二 二 人 是 
可 列 岩 积 空 间 , 证 
bel,= Vp By. z 
令 KssXoy 是 家 线 上 轩 有 员 一 1 阶 全 还 绎 导 霄 数 , 允 首 ep, 
中 为 0, 而 且 第 nn 阶 导 函数 平 方 可 积 的 菠 数 全 栖 按 通常 的 线性 运 
算 成 为 线性 空间 ， 在 KC0) 上 上 导入 内 积 (1 如 。 我 们 首先 证 明 
527 控 《9 成 为 Hiltbett 空间， 如 时 人 夺 是 KA 9) 中 的 
基本 点 列 , 那 末 
| 【2 — pi* Cx) [3dx<e | gt"? — 外 全 放生 
因此 必 有 [一 0, 9 上 可 测 的 平方 可 积 函 数 加， 使 
: ny | mi" (Cx) pC) {3dx u. 
规定 当 |x| 宇 6s 时 , 加 (x) = 0 作 
1 ) = 全 六。Cf3E 
则 当 x<< 一 各 办 ， 1X) = 0; 而 着 X 守 a Hf, 
$1CXY = | ,Ciodt -im | yada- 


久 
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| [PE DX) — P11Cx) ldx 
= 全 | 人 cg -wc at pax 
<C207 {19h ~ hl Pde, 


所 以 tim | lpb DC) — boi) idx=0， 


这 样 继 续 下 去 ,得 到 函数 
PX E EEDAY, BOIRY= DX) 《= 工 3， 7), 
Nin 1im 全 | PE NY — Box | dx = 0, 
Ra 一 . - 
即 pr — PE- Oko). 
利用 请 6 中 的 方法 就 得 知 KC9) 在 县 和 00) 中 按 KGa) 的 范 数 是 
稠密 的 。 换 并 之 ，K2KCG) 是 天 Ca) 按照 ,加 ,的 完备 化 空间 . 
-现在 来 证 有 明 Kca) 上 Lp 和 上 1 是 相 容 的 。 事 主 上 ， 如 果 
n<m, 那 末 
和 人， 天 Ka)。 (15) 
设 人 px} CKCD, 按 jpls 和 helm 都 是 基本 点 列 。 根据 (15), 如 
果 | 和 jw 一 0 (Koo) 自然 有 pwls 一 0 一 co0}。 反 之 ， 邵 时 
pol >0 Koo), 
由 于 了 让 按 iplm 是 基本 的 , 必 有 ppER2c0), 使 
上 太一 Pm (K-00), (16) 
砷 据 《152， 必须 | 一 人 CE 一 2， 所 以 出 和 四 得 到 
vl =0, 明 p=0。， 记 习 Q6) 即 为 ps1m-=0 (E20)。 这 样 就 证 
明了 191 和 19. 十 相 容 的 。 玉 (OD) 按 {Cp 四 ,=1, 2,…} 蚌 
可 询 - 肉 积 空 间 , 及 旺 然 有 


下 《GD 一 | | Ke? 0a). 


由 定理 2 可 知道 天 Ka) 按 {Cp, ua= 1 2 是 可 列 -Hilbert 
空间 。 
注意 :1 六 和, 天 = 1 ,2z, 和 向 6 中 的 {ls， 一 上 ， 2 “i (这 
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里 沥 区 别 起 网。 把 酌 65 中 的 wts 暂 记 为 HF? 在 天 Ca 上 导出 的 
拓扑 是 众人 性 出 。 事 实 上 ,有 


| [po Cx) Idx 20 max | 和 ex， 
Te. . 一 下 号 闻 双 宇 
joelcx) :<{| pr) Jar) 


<2a| | 区 人 


因此 
lp v2 + 1)a 1 人: 
Lt 

由 此 让 ps 和 tpls} 站 六 C9》 上 导出 同一 个 拓扑 . 


§3 Hahn-Banach 定理 和 凸 集 的 分 离 性 定理 


在 线性 拓扑 空间 中 的 Hahn-Banach 定理 是 赋 范 线性 空间 迄 
形 的 里 热 推广 。 我 们 知道 在 线性 髓 范 空间 上 ,由 于 Hahn-Banach 
定理 通常 也 称 为 泛 函 证 拓 定 理 ， 保 证 了 有 足够 名 的 连续 线性 记 衣 
上 存在， 然而 在 一 般 的 线 手 拓扑 空间 上 可 能 不 存在 任何 非 零 章 连续 
线性 泛 函 ,下面 要 指出 在 L?[59. + 二 六 二 1). 上 并 不 存在 任何 非 零 
的 连续 线性 泛 函 。 正 像 赋 范 空间 的 情形 一 样 ， 在 线性 拓扑 空间 理 
论 中 ,Hahn-Banach 定理 有 着 广泛 的 应 用 ， 它 是 线性 拓扑 空间 的 
基本 定理 之 一 . 

定义 ” 设 p(xY 是 线性 空间 上 的 泛 函 数 ,如 果 满 足 

POX+PDEPAIFIOD (YERY, | 
就 称 p(x) 是 次 可 加 的 。 如 果 对 于 每 个 实数 <>0, 有 
A plax)=apCx) CEB， 
则 称 pCx) 为 正 齐 次 的 。 由 第 一 章节 9 可 知道 ,线性 空间 E 上 性 一 、 
队 收 凸 集 前 Minkowski 泛 函 为 正 齐 次 , 次 可 加 的 。 旺 然 ， 凸 泛 卫 
各 氢 范 数 都 是 正 齐 次 ,次 可 加 话 函 。 
定理 1 设 己 是 线性 拓扑 空间 、 各 果 了 是 E 上 的 线性 省， 
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则 了 连续 的 充 要 条 性 为 * 存 在 姜 ms 
[fx) <DpCx)7， XEE. 《1 7) 
证 ”如果 j(x) 连续 , 就 作出 PCx2 = |itx) 1， \ 轴 (1 式 自然 成 
立 ， 反 过 来 ,如 果 (1) 式 成 立 , 那 末 由 plx) 的 连续 性 ,存在 0 的 均衡 
环境 口 , 使 得 当 xEUV 时 , px?<1ly， 因此 在 口上 fx 有 界 ， 即 知 
j(x) 是 连续 的 。 证 竺 。 
推论 ”如果 了 是 互 上 的 实 线性 泛 函 ， 而 且 有 已 上 的 连续 喇 证 
画 ptx), 人 司 得 fx7<p(Cxy。 刚 fx) 是 连续 的。 
设 E 是 赋 p- 范 空间 , lxls 是 BB 上 的 2- 范 数 ， 则 瑟 上 的 线性 
泛 函 了 为 连 综 的 充 要 条 性 是 z 
f= sup ol<o, .| (2) 


事实 上 ,如 果 f 连续 , 则 1 在 0 的 某 环 境 上 有 界 ,由 
tllxls = 1 tllixlo 8} 
就 知道 (2) 式 成 立 , 反 过 来 ,如 果 1 下 < co, 则 当 0< |xls<1 时 ， 


Heod1= I < yen. 


因此 fx? 在 {xilxls<1} 上 有 办 从 而 地 是 连续 的 , 由 (C2) 可 得 


fex) Ex, (3) 

机 1 空间 LL?[0.1] (0<p<1) 上 不 存在 任何 非 零 连 续 线性 

四 ae 
泛 函 。 | 轧 训 习 


证 设 / 是 ZL?[0.1] 上 的 连续 线性 泛 函 , 作 函 数 


1, i<w 
Xutt) = i (Us 1), 


记 f(x = PN), 串 汉 下: 所 于 > 时 
| Pes) 一 PHL) [fe al 一 二 | 天， | — Xu, |# pr 


= (xm ~ x lat ) 
= Hf ls ml, 


由 于 >1, 必须 有 Ce = con st. 但 是 p00)=0, 所 以 go =0， 
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也 就 是 说 fCXw(DD)》= 0, 然而 和 (9 的 线性 组 合 全 性 在 工 咏 0.13 中 
是 稠密 的 ,所 以 由 了 的 连续 性 导出 了 0 

下 面 纵 出 证 柄 延 拓 定理 以 及 它 的 分 析 证 明 ， 这 个 证 胡 和 线性 
贼 范 空间 的 情况 是 相仿 的 ， 

滤 理 2(Hahn-Banach》 变 E 是 实 的 线性 空间 , pKx) 是 EE. 上 
的 正 讶 次 ,次 可 加 沦 蚁 ,又 设 藉 x) 翅 的 线 福 子 空间 E, 上 的 线性 


沁 明 ;而 且 适 合 笨 作 z 
fH(XOSPIX), x*EE,, / C4) 
则 必然 可 以 把 1(x) 延 拓 成 为 吾 上 的 线性 泛 函 所 使 得 对 于 一 
xEE, Ts 
(x) px) 
成 立 。 一 一 一 一 一 一 


证 令 线 性 注 函 六 是 了 的 一 个 延 拓 ,而 且 在 ww 的 定 闵 域 D; 上 
有 XO) 守 p(X)。 令 多 是 这 种 业 全 体 所 成 的 集 , 当 和 总 是 yw 的 延 拓 
时， 就 规定 # 一 加。 显然 , 多 是 半 序 集 。 今 证 多 的 每 个 全 序 子 集 
FL 类 有 上 模 , 事实 上 ,只 要 作出 了 = Dy 由 , 风 1 的 全 序 性 容 


妆 基 道 DD 是 EE 的 线性 子 空间 ,作出 DD 上 的 泛 函 tt 如下: 当 xED 
时 ， 有 人 EFT1, 使 XE Dy。 令 绩 xX) 二 P(X)。 由 的 全 序 性 容易 
证 明 这 样 的 有 确定 的 意义 ; 而 且 #E€ 5 显然， % 是 多 的 上 
界 。 再 由 之 orn 引 理 可 以 知道 天 必 有 极 大 元 ， 把 它 记 作 子 现在 来 
证 有 + 的 定义 域 役 是 全 空间 ， 
用 反 证 法 证 明 ; 如 果 话 半 B, 取 x0€ FE\ 吉 , 设 地 为 由 Xo 和 加 
张 成 的 线 福子 空间 ， 因为 当 oy .2 二 5， 
JW 一 HOY = I ~ SPY - Y") 
EP + X00) + pC- -Xx0), 
因此 
— PC- — xX0) ~ Fr ) SDPO 4 x0) — FY). 
令 m = sup (一 PK 一 水 一 xo) fC} 
M= int {p(y +x0) — f(D)}. 
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网 一 二 芝 机 三 肝 之 0 ,和 枉 取 0 司机 二 co 志和 
作 黑 上 的 泛 卫 玫 如 下 + 当 xE 报 / 时 ， 育 唯一 的 实数 t 条 只 

一 的 YE 黔 ,使 x=g+txo。 我 们 规定 
Fg + 1x0) = fCY) 二 to。 

显然 1 是 器 ' 上 的 线性 泛 函 . 而 且 是 于 的 延 拓 。 今 证 
fxsper) ,XE 旷 z 《5) 

事实 上 , 当 <=Y+tixry yyE 各 ,tt>0 时 ， 

fF = + tco < fF 十 1 


< +t+ ( p (也 + xo )— 7 和)) 
= py+ txoy, 
而 当 +<0 时 ， 
fx) = FD + teo < OW + im 


< tt Em) -ED 


= DY trp}, 

当 f=。 了 CX) = Ty) < 二 pO) 因此 (5) 式 成 并 ， 即 re 
但 是 了-< 六 , ff 夺 f。 这 和 的 极 大 性 相 巴 盾 ， 因 此 加 =E， 妈 让 汶 
记 求 。 证 上 毕 ， 

当 玉 是 复 空 间 时 ,有 如 下 的 权 应 半 果 ， 

， 逢 理 3 设 EE 是 复 的 线性 空间 , p(x) 是 请 上 的 所 范 数 ,Bl 是 
E 的 线性 子 空 间 , 又 设 开 zx) 是 5B， 上 的 线性 泛 通 ,并 且 满 足 
[fx |px), XI， 
则 必 可 把 了 延 拓 为 E 上 的 线性 泛 函 1, 使 得 对 一 切 xEE, 有 
10 {pxY. 
证 邻 ?t200 一 Reft20) ,rex) 是 Bl 到 KR 的 实 强 性 沪 防 ,并且 
rx) = Ref (x) < Tc) | p(X), xER. 
同根 据 定理 2 知道 , r(x) 可 以 延 拓 为 E 上 的 线性 泛 函 7?, 于 满足 
(x) Sp). 
公 fx) =r C(x) — i tix), 
则 了 在 互 上 是 实 线性 的 。 又 由 于 


& 3 让 ahnn-Banach 证 理 和 凸 亿 有 他 元 性 定理 站 拆 


ixy = 下 (ixcy +F(x) = 1f(x), 
所 以 了 (是 EE 上 的 复线 性 泛 函 。 因 为 fx) =rCx) 一 tr(ixz)。 所 以 
知道 了 是 了 的 延 扩 。 最 后 , 设 了 x) =e*1j《x)|, 于 是 有 
If x) 1 = eHftx) = Heesx) =r(e Hx) pe Hx) = p(X%), 

这 里 用 了 rfe-ax)》 是 Fee-*x) = [fo 的 实 部 这 一 事实 。 证 毕 ， 

上 面 定理 的 几何 形式 是 有 用 药 。 首 先 注意 ， 如 果 AcCE 是 吸 ， 
收 相 集 , p(x) 是 入 的 Minkowski 泛 亢 。 则 线性 泛 函 了 在 4 上 小 
于 每 于 1 的 充 要 和 条件 是 jx) 志 PCX)。 这 是 因为 

p(x) = inf {A Ix EAA}, 


所 以 TXT DX), XEE CY XxXENANT, fA < 人 We 仁 总 
时 ,Xl ey OS1, xEA. 


定理 2 的 几何 形式 为 设 E 是 实 线 福 空间 , Ei 是 王 的 子安 间 ， 
各 是 五 中 的 工 收 凸 集 ， 如 果子 是 瑟 : 上 的 线性 注 东 ,并 且 和 六 El 人 六 
上 不 超过 1, 则 了 页 人 了 使 得 当 xEA 时 ， 
f(xy 1l. 
利用 Hahn-Banach 定理 ,对 于 户 部 此 空间 有 以 下 结论 ， 
定理 4 设 E 是 局 部 吓 线 性 拓扑 空间 , EF, 是 的 线性 子 空 
间 , 球 未 El 上 的 一 殷 连 续 线 性 江 函 f 必 可 延 所 成 为 马上 的 连续 线 
性 汉 画 。 OO 
证 令 r(x) = Ref(x), 则 rtx) 是 Bt 上 的 实 连续 线性 诈 示 。 
从 而 集 {zE BTTrCo1<1 是 Bi 中 6 药 环 嫉 , 由 于 可 是 巨 的 于 空 
间 , 记 以 必 存 在 E 中 0 的 环境 口 , 使 得 
UNE:= {XE BB, 六 ee? | < 1}, 
因为 E 是 局 部 上 同和 的 ， 必 存在 0 的 均 了 衡 凸 开 环 境 VED。 令 Y 的 
Minkowski 汉 函 为 p(x)》, 由 于 是 均衡 凸 和 开 集 , p(x) 是 站 上 的 所 
范 数 ,并 且 了 = {xjp(x) 达 1}。 从 而 必定 有 
rrp, x*EE, | (6) 


理 实 上 ,如 果 xE El, 任 取 e>0, 则 由 以 jg 过 5)<1 可 推 得 


ow 秆 一 草 ” 局 部 卢比 性 拓扑 堂 间 


Tre VNBCUNB, 


所 以 + 0 <1, FOX) <p(x) +8, 令 8--0; 邑 得 (6), 下 面 


证 明光 于 每 个 xe E, 都 有 
Tx | pr), : 7) 
事实 上 ,如 果 设 fx = es fon) 1, 则 有 
jf 1= = ef (XY = flewxy = rite" xy ep(e xy) = plx), 
根据 定理 3, 可 以 措 了 延 扼 成 为 E 上 前 线性 泛 函 , 并 且 满 足 (7) 式 。 
由 于 PCx) 在 了 上 有 有 界 , 所 以 px) 是 上 的 连续 拟 范 数 , 所 以 了 是 
五 上 的 连续 线性 这 范 。 证 毕 。 


定理 5 设 上 8 是 局 部 是 空间 ,和 妃 是 5 中 前 均衡 上 钙 闭 集 , x0E 4， 


则 在 在 EE 上 的 连 综 线性 泛 函 f(x), 满足 


Tl 对 *€ Ah, ) 
上 \、_ 
ce) > 二 (9) 
证 首先 取 中 0 的 环境 VY 全 得 AN Co+ VD- pF 


然后 令 A 2 Vi 则 得 (各 十 Y> 站 Go+Yy7= 态 。 由 于 YCA+V, 


六 十 区 作 上 +Y 的 Minkowski 这 本 Po 立即 
可 知道 p(x)》 是 上 的 连续 氢 范 数 。 因为 有 cA4+V, 所 坟 
EA px} 1, 
由 于 (A+ ot 四 = 态 ， 所 以 和 不 属于 4+Y 的 闭 包 ， 所 以 
pixey >1, 
考虑 由 x 张 成 的 -- 维 级 性 子 空 间 BL= {hxoJ 和 NEK}。 在 EE 
上 定义 线性 泛 明 Pp: FCxg) = xp 人 fx， 并 在 瑟 土 注 足 
[tix] = | DC | = POXx0), 
根据 定理 3, 可 以 延 拓 为 三 上 的 线性 泛 殴 所 省 县 满足 
[fx) DCx) , xE EE, 
此 于 P(x》 是 连 赎 挫 范 数 是 以 了 是 连续 的 。 因 为 
: fx xo0) ~ DOro) >1, 


$3 Hahn-Banach 定理 和 凸 集 的 分 离 性 定理 io7 


并 且 当 xE 有 CAV 时 , fx) |<<p(x) 号 1, 所 以 了 满足 (8) 和 (9) 
式 , 即 为 所 求 。 证 毕 ， 

由 定理 5 可 以 知 放 , 在 分 亢 的 局 部 一 空间 上 ,连续 绩 相 泛 画 
是 足 髋 包 的 ,这 就 是 说 ,对 于 中 非 零 元 x6, 必 存 在 瑟 上 和 连续 的 线 
广泛 隙 使 得 f(xo} 关 0 了. 事 空 上 ， 因 为 “0 关 0, 由 于 EB 是 分 启 的 ， 
存在 0 的 震 衡 凸 闭环 境 口 , 使 得 xoEU。 则 由 定理 5 即 知 存在 是 
上 时 连续 线性 泛 函 了 使 开关 0。 与 盐 等 价 地 ,如 果 五 中 性 两 元 
x 天， 则 必 丰 在 BB 上 的 连续 线性 沁 函 了 分 离 * 和 % y， Sm 

Ox} fg), 

上 本 定 迎 实 际 上 反映 了 一 种 分 离 性 。 一 般 地 ， 如 果 委 和 8 是 

实 线 性 空间 EE 中 的 两 个 子 集 - 如 果 E 上 不 恒 疙 6 的 线 人 性状 本 了 使 


得 

Sup{HO IxE A}infiftx) lxe B}. (10) 
则 称 了 分 离世 和 BB。 最 然 了 了 分离 4 和 PB 的 充 要 条 件 是 一 ied 
和 人 和。 而 如 果 了 使 得 


sup{f x) [XE A} <inf{fcx) Ix€ B}, Gd 
刚 称 了 强 分 离 记 和 BB。 于 于 夏 前 训 性 空间 于 玖 线性 江 画 了, 妨 果 


其 实 部 Ref 分 部 ( 强 分 离 ) 集 和 B, 则 称 了 分 离 ( 强 分 离 ) 在 和 BB， 

所 以 定理 5 可 开 达 为 如 下 形式 * 设 吾 蚌 局 部 凸 空间 , 4 是 EE 中 
均衡 凸 集 ， 如 果 x 全 态 , 则 必 存 在 请 上 的 连续 线 圭 汉 函 1， 使 简 

fxo) >sup{ [fx) |, XE A}. 

由 此 f 强 分 高 好 和 44。 

在 定理 5 中 如 果 取 站 为 玉 的 全 于 灾 间 ,好 得 

推论 1 设 FF 是 局 部 凸 空间 E 的 闵 线 性 子 空间 , xoE E\F, 网 
必 存 在 5 上 的 连续 线性 泛 丁 j， 使 得 Kx 在 P 上 为 0， 而 

f(xy 0, 

推论 2 设 是 局 部 捉 空 间 ,A 是 中 的 于 集 ; 则 由 妃 张 成 的 : 

充 轨 条 件 是 ， 对 于 上 的 连 纺 编 性 泛 丽 


1。 可 果 在 人 上 为 0， 则 了 必 恒 为 0。 
标的 子 集 及 称 为 站 及 中 全 的 、. 
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如 果 在 定理 5 的 证 明 中 用 凸 证 函 代 起 氢 范 数 ， 网 可 以 祥 到 下 
述 强 分 离 性 的 定理 ， 

是 理 $. 设 王 是 局 部 凸 空 间 ， 是 互 中 的 西 闭 集 ， 0E CLC。 如 
果 xeEC, 则 在 上 上 必 存 在 连续 线性 汉 库 了， 使 得 


二 Reftx) Sl, {12) 
而 Ref(x) >1,. (43) 


证 了 各 0 和 的 均衡 同 环 境 VY ,使 得 (Ct 人间 (xo+Y= 坊 , 作 
CtV 的 Minkowski 泛 淆 px》, 根据 和 条件, P(X) 是 号 上 连续 凹 泛 
阔 , 并 县 当 XEC 时 ， 

- pOX) EL, pCX0) >1. 

先 把 8B 看 作 实 线性 空间 ,在 出 xo 张 成 鲁 实 织 性 子 空间 

El= MXe, — SoA oo 
上 ,定义 一 个 线性 泛 函 / 
PAXn) = ApLXog), 
别 有 
PAxoT EPAKG) .Axo El, 
根据 定理 2, 必然 可 以 把 tx 延 所 成 EE 上 的 实 线性 泛 函 vy， 使 得 
WR 有 
PSPCXI, XEE, 
成 立 。 根 据 定理 1 的 推论 ，yCx) 是 E 上 的 连续 线性 泛 函 , 令 
f(x) = PX) Cix), 
风 了 Cx》 名 满 足 (12) 和 (13)。 证 毕 ， 

推论 1 设 已 是 实 的 局 部 凸 空间 , 4 基 EE 中 的 同 集 ,如 果 xoE 

站 ,出 必 存 在 E 上 的 连续 线性 汉 函 了 , 使 得 了 强 分 高 A4 和 xo、 即 
0 > SUPpAIX), XEA!. C14) 

证 ”只 要 对 xo 和 妃 作 适当 平移 ,然后 利用 定理 6 即 可 。 

推论 2 设 忆 是 局 部 凸 空间 ,和 是 五 中 的 凸 集 , 则 入 是 
充 要 条 件 是 : 如 果 {fx} 是 态 中 的 定向 点 列 , x6€, 使 得 对 于 每 个 
E 上 连续 线性 江 函 有 


tm fy = lI a 
| / 
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和 成立。 就 能 推 得 xx EE A. 

证 充分 性 ， 如 采 虐 面 的 条 件 成 立 , 设 和 在 中 的 定向 点 多 加 收 

侣 于 各 E3， 了 是 王 上 的 任 一 连续 线性 活 函 , 则 必 有 
lim fx,) = f(x0), 
所 以 由 条 件 得 xcE4,. 4 是 后 集 。 

必 柴 性 + 妍 果 4 古 团 集 , x, 是 入 中 的 定向 点 列 , 满足 (15) 式 的 
条 性 ,但 是 xoE 丰 。 按 照 推 论 1, 存在 E 上 的 连续 线性 泛 函 ,使 
ey lim jax < sup ocx) < ocxe). 

这 不 和 和 (19) 式 相 世 盾 。 证 毕 . z 

注 设 EE 起 局 部 凹 全 间 , 记 FE’ 为 BB 上 的 连续 线性 泛 函 全 栖 。 
类 似 于 赋 范 空间 ， 在 互 上 可 以 定义 弱 拓 扑 0tE; E77 则 氛 论 2 的 
结论 说 明了 在 局 部 凸 线性 折 扑 至 则 中 ,对 于 凸 集 而 言 , 护 拓扑 是 闭 
的 和 按 弱 所 扑 otB, EB 是 闭 的 这 两 个 概念 是 一 臻 的。 

对 于 西 集 的 分 离 性 有 下 述 更 一 般 的 定理 : 

定理 7 了 (分 高 定理 ) 设 E5 是 实 或 复 的 线性 拓扑 空间 ， 有 万 和 B 


症 王 中 的 两 个 非 空 凹 子 集 , 并 且 44 的 内 点 本 非 空 ， 则 在 上 在 在 


连 焉 线性 玫 函 了 分 离 和 4 和 了 的 序 要 条 性 
人 门卫 = @, (16) 
先 证 明 几 个 引 理 ， 


引 理 1CS.Kakutani》 设 4、B 是 线性 空间 三 中 的 斋 个 不 相 
交 四 集 , 则 有 互补 凸 集 C 和 D(C 即 E=CUD), 使 C4 和 DB,. 

证 设 多 是 所 有 使 XX 二 4, YB 并且 XNY = 区 的 西 集 锅 
(X,Y) 所 成 的 集 谍 。 按 包含 关系 建立 序 关系 ， 即 如 上 朵 XG 且 
YCY’, 风 规 定 (XX 站 志 CX' ,YY 站 、 则 多 成 为 半 序 集 。 容易 证 明 
多 的 每 个 全 序 子 集 在 多 中 必 有 上 界 , 出 Zohn 引 理 可 知道 7 中 必 
含有 极 大 元 (C, D》， 下 面 证明 CUD=:E, 则 C, D 即 满 足 引 理 的 
和 要求。 i 
任 取 一 点 bpEE, 如 果 pECUD, 则 PB 点 和 人 C 的 凸 包 co(i{p} 
UC} 和 也 的 交集 ， 以 及 col{p}UD) 和 C 汐 交 集 至 少 有 一 个 颗 窗 
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集 。 因 为 否则 ,将 存在 4E DP, ce C, 使 deLp, cl;c'EC,d’eD， 
古 c'E Lp, d 人 同时 满足 。 则 [ce, ec" 和 [d, d 疏 必须 相交 (考虑 一 堆 
平面 ), 推 得 C 和 号 有 公共 点 , 这 和 CND= 中 相 了 矛盾 。 设 了 和 C 
的 凸 包 5 和 呈 不 交 。 则 《〈C, 户 志 (C0C', Dy)、 这 和 (C, DD) 是 极 大 
元 相 季 盾 。 所 以 必须 有 PE CUD, 即 E- CUD。 证 毕 。 

我 们 用 In tC 表示 凸 集 C 的 凸 核 ; 用 C' 圳 示 是 集 CC 的 册 
校 和 境界 点 全 体 . 

引 再 2 设 C 和 刀 是 线性 空间 E 中 互补 凸 子 集 , 则 

m= N De 


或 等 于 吾 ， 或 为 实 的 超 平 面 。 又 如 果 开 teC 和 Int*D 中 至 少 有 


一 个 集 非 实时 , 则 饭 必 为 实 的 超 平 面 。 此 时 , 如 线性 省 函 了 使 
地 [= Ef= G) 。 

则 Int 和 Int*D 分 别 是 E(f>9) 和 ECf<ay) 中 的 一 个 . 

证 由 于 二 = CUD, CC 和 DD 的 境界 点 是 一 祥 的 ,所 以 

B\Mm = Int°CU Int°D. 
由 于 C 和 癌 均 非 空 凸 集 ， 容 易 知 道 喘 是 韭 空 帅 集 。 下 面 证 典 台 是 
流 形 ， 即 如 果 x%、YE 器 ,xzEE 使 ye (x, 2I], 则 必 有 ZzE 馈 ， 齐 实 
上 ,如 果 zE 和 NM, 草 zEInt4*CUIn4°D, 不 妨 设 EIn tC 因为 
xE 甸 是 CC 的 境界 点 , 则 由 第 一 章 弛 9 中 的 定理 1 知 
{x, Z|CTn tC, 

推 得 ye Int*C。 而 这 和 wwE 如 相对 盾 。 所 以 必 俩 有 zeE 员 .中 
是 流 形 。 

表 证 水 或 是 起 平面 或 是 EB 。 不 失 一 般 性 , 设 0€ 辕 , 因 为 否则 ， 
可 以 将 所 有 和 集 平 称 。 取 PE Int*C, 则 一 Dp 必 属 于 Int*D (因为 如 
深 -pPEInt cy 由 名 14?C 的 同性 可 以 推 得 90E Int*C， 但 是 已 假 
年 9EM， 所 以 0EIn+t°C, 导致 巴 盾 。 如 果 ~pE 岗 ,由 名 是 流 
形 , 而 0E 中 , 将 推 得 pe 器, 这 也 和 想 设 矛盾 ,所 以 -pe Int*C)， 
下 面 钼 明 疡 和 了 ?了 张 成 的 线性 包 皇 整个 E 事实 上 , 对 任意 xEC， 
由 -了 PEInt*D, fx, 一 Pj 必 和 轩 相交 (因为 否则 , [x， -25] 和 和 
nn tC 与 #1°D 的 交集 分 别 是 [x，。~~p] 上 的 开 集 ， 而 和 集 为 Fx， 
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-了 ]， 这 和 强 良 的 达 送 性 窒 巴 盾 3》。 同 样 ,对 任意 wED,[g, 了] 和 
洱 检 交 , 从 而 五 = CUD 包含 在 浊 和 7 的 线 手 包 中 。 所 以 是 或 者 是 
起 平面 或 者 是 整个 空间 。 特 别 是 ，Int °C 和 Int*D 诗作 有 -一 个 非 
空 时 ,并 为 超 平 面 . 

设 超 平 商 氏 是 线性 泛 菌 了 的 零 空间 , 即 导 =E(=0)。 从 而 半 
至 则 E(f>>0)、ECfj< 站 在 驱 的 两 人 出， 由 此 可 知 Int CC 中 的 点 只 能 
在 一 个 半空 间 中 。 事 实 上 ,如 果 &.beInt"C, 并且 

fay >0, f(b} < 0, 
网 5a, 加] 但 现 关 太 。 同 时 [a,bIE Int*C， 这 说 明 名 和 Int*C 有 
公共 点 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 同 样 。Int*D 中 的 点 只 能 在 一 个 半空 
同 踢 。 池 时 int 和 Int?D 也 不 会 在 辐 一 个 半空 间 中 。 这 是 因为 
如果 cE Int*C, dE Int°*D, 并 旦 fc>0, 170d) >>0, 那 末 
Le dj 站 湛 = 办 ， 

Cc, 4 中 柑 对 开 的 非 空 集合 Int"CNnTe, 打 和 Int*DNILc, dj 将 
充 铀 整个 [ec, ,这 和 Es, d] 是 连通 的 棚 了 矛盾 。 

由 Int*CUInt*DDU 况 =E, 即 知 IatecC 和 和 Int? 厂 分 加 是 
EECf>0 及 正人 <0) 中 的 一 个 集 。 证 毕 。 

定理 f 的 证 明 , -| 

必要 性 : 不 内 一 般 福 ， 可 以 证 是 实 线 性 空间 。 如 果实 级 性 
泛 画 了 分 栅 上 和 下， 

1 B}, 
因为 存在 开 核 六 上 一 定 是 吸收 的 ， 所 以 形态 ) 在 天 4 上 也 必 是 
吸收 的 ,因此 在 征 上 六 2) 不 会 取 到 极 大 入; 从 而 
1CAD NTCB) = 四 由 此 推 得 AiNM B= Dp。 

充分 性 :如果 必 门 B= 驴 , 由 绰 理 .1 知道 存在 互补 同和 集 忆 和 DD， 
使 C 二 At, 了 到 有 仿 魏 =C* 几 DBD*, 因为 如 的 占 核 非 空 ， 由 习 理 
2, 知道 器 是 一 个 超 于 面 , 则 存在 上 的 线性 放 落 站, 使 得 

Dt = EC = 0), 
并 且 Bf>a) 与 瑟 Cf<o 分 别 是 已 和 刀 的 凸 核 。 由 于 册 : 非 空 ， 所 
以 了 六 EE 的 某 开 集 上 取 迷 为 尺 的 真子 集 , 由 第 一 亲 37 电 的 定理 
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2 可 知道 了 是 连续 的 。 由 A <a 推 得 和 及 )<<a, 从 而 
sup{ftx), XE A}EAain tHx), xEB}, z 
对 于 复 的 线性 拓 打 空间 的 情形 , 具 要 令 g(x) = 所 < 一 it) 好 可 。 
主 些 。 
对 于 两 信人 梨 的 分 醒 狂 ,总 可 以 化 为 一 个 点 和 一 集 的 分 离 性 . 
竹 泛 阔 了 分 离 4 和 了 的 充 要 条 件 是 分离 0 和 8- 4。 如 果 轨 是 
已 中 的 紧 集 ,日 是 三 中 的 闭 集 , 则 一 4 是 前 的 。 
推论 1 设 E 是 局 部 症 空 间 , 克 和 B 是 玉 中 非 空 的 凸 子 集 , 并 
搓 A4NnB= DD, 又 设 息 是 紧 集 ，B 是 闭 集 。 则 必 存 在 E 上 的 连续 线 
性 省 画 7 强 分 次 怀 和 可 
SUPIRefcx), XE A} <inft{Reltx}, xXEB}. z 
又 如 果 B 是 均衡 挤 , 则 存在 EE 上 的 连续 线性 汉 函 ,使 
sup{ [fex} |, XE A}<inft Ix) 1, XE B}, 
最 后 , 应 指出 Hahn~Banach 定 蛋 本 质 上 是 纯 代 数 的 定理 。 本 
节 中 的 结论 可 以 看 作 线 性 空间 中 的 相应 定理 在 局 部 凸 空间 中 的 应 
用 ， 
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证 (XX,T) 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ,世上 的 连续 线性 活 男 全 
性 按照 通常 的 加 法 和 数 滋 以 省 男 的 运算 霹 为 一 个 线性 空间 ， 称 为 
世 的 共 频 室 间 ， 记 为 基 。 天 上 除了 原来 鸭 拓扑 以外 ， 还 可 以 尖 交 
其 它 的 向 量 拓 扑 。 取 天 的 一 族 氢 范 数 

(Cr) |, 了 全 总 《1 7 
由 这 一 族 拟 范 数 决 定 线性 空间 天 上 的 一 个 局 部 西向 量 拓 扑 ， 称 为 
玉 上 的 弱 括 站 , 记 为 oC, 站 。 莹 按 据 扩 9(X, 半 仆 组 成 的 局 部 站 
EG A i, 
jE ,以 及 >, 令 
Uh, 1 fo EY = {x| Fx) | <e, v=1, 2,.., n}, 

则 这 种 全 的 金 体 构成 给 拓 盾 9( 时 ,在 名 点 的 环境 天， 
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对 于 每 个 JE 了， 因为 集 {x| | <a} 正 是 圈 折 扑 0(X, XX') 在 
0 点 的 环境 ,所 以 jx) 关于 关上 的 弱 拓 扑 cCX, XX') 是 连续 的 。 同 
时 ,下定 义 即 知道 cCX, X) 是 关上 使 得 中 的 一 切线 性 泛 函 连 
续 的 最 弱 向 量 拓 丰 ,所 以 必定 有 oCX, XT. 

设 廊 " 表示 上 线性 泛 函 爹 体 组 成 的 线性 空间 , 4 是 已 中 的 
子 集 。 如 果 对 于 羡 中 的 每 一 个 非 零 元 x 二 0, 必 存 在 fe A 使 得 
C090, 则 称 集 人 4 在 X 上 是 全 的 。 由 $3 知道 , 如果 (X,7) 是 分 
离 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , 则 (X. T) 上 连续 线性 泛 函 全 体 X 在 XX 
上 是 全 的 ,因此 ,如 果 xEX, x 关 0, 虽 
| sup. lf x) ee0 (2) 


由 $1 中 的 性 质 了 即 知 : 
(1) 设 开 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , 并 且 满 足 To 分离 公理 ， 则 
天 上 的 弱 拓 扑 o(X, X') 也 是 分 离 的 ; 
(ID XX 中 的 定向 点 列 % 按 弱 拓扑 oCX, 2 ) 收 敏 到 xEXy 可 
以 记 作 x 一 > x, 充 要 条 件 是 :对 每 个 了 TE 闵 ,有 下 式 起 立 ， 
lim fx, = J )., 3) 


证 由 (C1): x > x* 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 iEX’, 有 
Ifex,— 2 1—0, 
即 等 价 了 于 xX, 一 x》。 证 毕 ， 

设 (XT) 是 局 部 凸 空间 。 由 于 意 有 cf( 刁 , X7CT， 所 以 下 中 
的 每 个 cCE, 和) 拓扑 闲 集 必 是 拓扑 TT 末 的。 但 是 反 过 来 , 工 拓扑 
闭 集 不 一 定 是 ol(X, XX 人) 闭 的 。 不 过 ,如 果子 集 女 是 凸 集 , 则 由 了 3 
中 的 定理 6 的 推论 2 立即 可 得 下 面 的 (111)， 它 可 看 作 赋 范 空间 的 
情形 在 局 部 凸 空间 时 的 推广 。 ，. 

(ID 设 X 是 局 部 凸 线性 拓 丰 空间 , 则 上 是 子 集 4CX 是 闭 集 的 
充 要 条 件 是 * 4 为 0CX， Xr) 闭 的 。 Mo=UF 


特别 于 2 弱 拓 了 乔 闭 是 一 致 的 。 
《IV) 设 (X， z) 是 高 部 西亚 局 。 ; 于 是 乱 


上 药 线 性 证 冰 , 则 了 在 4 于 是 连续 的 充 要 条 和 件 是 :了 在 丰 上 关于 器 
人 
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拓扑 o(KX, XI'》 是 连 比 的 ， 

”证 周 为 1(x) a 其 实 部 是 连续 的 , 不 失 
一 般 性 ,可 以 假定 了 是 实 的 线性 泛 函 ， 如 果 fC) 在 4 上 是 弱 拓 扑 
c(X，, 区 ) 连 续 的 ,由 第 一 章 8 中 的 定理 3 可 知道 充 要 条 忻 是 : 对 
于 兽 一 个 数 a， 并 9) 但 A 在 和 中 全 相对 弱 闭 的 。 由 假设 ， 妇 是 区 
中 的 凸 佬 子 集 , 由 性 质 (II1>, 4 也 是 弱 闪 的 .所 以 fC6) 由 A 相对 
于 4 音 弱 财 的 充 要 条 件 是 , 三 Ke) 让 和 是 筷 中 的 弱 闭 案 - 又 因为 
(0) 们 兢 是 西 集 ,又 由 性 质 (1H 知道 , 充 要 条 性 为 片 Ka 站 4 是 
外 中 的 闭 集 ,这 等 价 于 下 A 相对 于 起 是 闭 的 ， 闪 以 jcx) 在 
4 上 弱 连 续 的 充 要 条 件 是 : f 在 克 上 是 玉 读 的 。 证 毕 . 

设 ( 和 ,了 T) 是 局 部 凸 空间 , 由 于 cf( 芒 , XCT,: 所 以 下 中 的 子 集 
如 果 关 于 拓扑 TT 集 ( 有 时 简单 地 称 为 了 - 有 异 )， 则 一定 是 
ot{ 芝 , 式 ') 有 界 的 。 对 于 局 部 同 宝 间 ， 相 反 的 结论 世 是 利 的 。 首 完 
注意 人 
CY 设 ( 开 ， T) 是 局 部 西 空间 ， 基 中 的 于 集 A 是 到 有 和 的 充 区 
条 忻 是 ;对 每 一 个 eX', f(x) 在 4 上 有 界 , 即 
Sup [Hx) | oo, 


证 因为 弱 拓扑 是 由 执 范 数 族 {1JCx | je XxX’) 导出 的 ， 由 $1 
中 的 性 质 CIY) 即 可 知 。 详 细 证 朋 如 下 ; | 
位 六 是 (XX, 蔡 ') 有 界 集 ， 任 取 EX’， 作 0 的 弱 拓 扑 环 境 
U={x| ifKx?1<1)， 
由 于 和 4 被 王 吸 收 , 必 存在 正 数 6, 使 
sa 一 > 和 4 一 (x| ICzx?| <1}, 


所 以 当 xE 丰 时 ， f(x) < 地， Bp 在 上 上 有 界 。 


反之 ,如 果 对 每 个 1EX/， 1 在 A 上 有 办 ,对 9 0 的 芷 一 环境 
CC ， 本 We £) 一 = {x | [fCx) | «EE,Y= 】 nn}, 
其 中 六 EX CV=I,2,…, 2)。 我 们 令 : 


«= max sup | 让 ed ts 
] 本 下 号 了 让 在 雪 


全 4 莫名 空间 和 弱 朱 扑 T 1 


获 0<3< 二, 则 当 1<se 时 ，A4CU(CH …, 思 ,se)。 因 此 各 是 
弱 有 界 集 。 证 毕 。 


定理 TCMackey) 设 XX 是 局 部 凸 空间 , X 中 的 子 集 和 县 有 界 
的 充 要 条 件 是 : 4 是 弱 拓 扑 ec, XX/) 有 界 的 。 或 等 价 地 ， 对 每 个 
feEX', 必 有 
0 sup|fCx)| < co 。 《4 ) 
证 只 要 证 明 局 部 凸 裤 亲 中 级 有 痉 全 也 是 月 异 集 即 可 . 不 妨 
设 苹 上 的 局 部 凸 拓 盾 是 击 拟 范 数 族 {potX) ,aE .20} 给 定 移 。 为 了 
要 证 明 上 4 有 办 只 要 证 明 对 每 个 ae .oz , ps(x) 在 太 上 有 界 。 令 
N,= {x|pa(x) = 0}, - 
显然 , Ne 是 区 中 前 闭 线 性 子 空间 , 作 商 空间 


XX =/N.,, C5) 
设 xXEX, 记 X= {x+N。} 为 x 相应 的 等 价 类 ,规定 / 
[x le= paCx), 6) 


则 Xs 关于 |xj。 成 为 一 个 线性 赋 范 空间 。 令 名 = {x, xE 4), 现在 
证 明 4 是 赋 范 空间 (X。, | |。) 中 的 有 界 集 。 事实 上 ， 任 到 (X。， 
jw 上 的 连续 线 宪 泛 函 天 作 瑟 上 的 泛 函 了 如下: 
f(x) = F(X), .XEX, (7) 
显然 , 了 是 X 上 的 线性 泛 丁 ,又 因为 
z HG | = 他 Co 关上 [xje= rie 
所 以 fe 天。 由 假定 ,4 是 azC, X/) 有 界 的 ,所 以 
sup [fx} | oo。 / 
由 (7) 知 。 sup .| fCx) | < co， 


直上 二 


于 是 由 共鸣 定理 可 知道 , 全 按 范 数 公 |。 是 有 界 的 ,所 以 有 
SUP Pe(%) = Sup xj < ce。 
取 对 区 上 的 每 个 连续 执 范 才 DC 在 人 上 上 克 田 ， NP 中 削 / 


有 界 集 。 证 毕 。 
对 于 局 部 凸 空间 X 上 的 弱 拓 扑 oCX， Xx), 一 个 子 集 便秘 全 
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有 界 性 和 弱 紧 性 概念 也 是 简单 的 ， 搞 清 它 们 之 间 的 关系 是 十 分 有 
用 的 。 
对 每 一 个 feX', 和 作 数 直 线 玉 /二 K，, 也 通常 拓扑 ， 作 困 积 拓扑 
: 罕 间 PF, fjE 区 人 作 王 到 五 的 典型 唤 照 了 ， 
oe- Ty Xt{xcd), fE XY, 


则 多 经 职 沼 工 对 应 了 中 的 一 个 子 集 T(CX}， 如 果 多 满足 Ts 分 离 公 
理 , 郑 末 XX' 在 羡 上 是 全 的 ， 此 了 肝 工 是 一 一 遇 照 。， 如 果 在 了 芒 上 取 蝇 
所 盾 OCX 区) 而 TC(X) 上 取 由 PP 在 T(X》 上 导出 的 相对 拓 扩 ， 
则 由 .5 和 站) 拖 扑 的 定义 , 且 照 工 是 (全 ,0 7 到 了 (GE 的 线 
性 同上 胚 映 照 ，(X, oCX， XTOX). 
对 于 P= 有 0 {Kj, 1fEX'} 中 的 元 可 记 为 x= 《xf feEX'), 其 中 
xi 安 示 半 上 在 坐标 空间 Kj 上 的 华 标 。 设 BB 是 P 中 的 有 界 集 。 因 
为 空间 瑟 到 举 标 空间 K 的 投影 肌 照 x i 一 xjs 了 EX' 是 连续 线性 
上 映照 ,所 以 txzr, fE B} 是 丐 / 中 的 有 异 集 , 即 
01= Supt [Xil, XE BI}< 0, 
有 从 而 B 是 IT 4 的 子 集 ,其 中 Aj= {1EK, 1 志 a}, 由 Tychonolif 


定理 知道 .了 】 4; 是 紧 集 ， 所 以 对 于 P 中 的 每 个 有 界 闭 集 必 是 紧 


的 ,由 此 P 卫 中 的 每 个 有 异 集 是 完全 有 界 的 ， 

由 于 闻 构 ,局 部 凸 空间 天 中 的 子 集 昌 是 olX, X') 有 办 的 充 要 
条 件 是 : TC(B) 是 TCX) 中 的 从 而 是 生 积 空间 P 中 的 有 界 集 ,所 以 必 
定 完全 有 界 。 由 此 可 得 

(YI 设 X 是 局 部 凸 空间 , 则 中 的 子 集 了 是 弱 有 界 的 充 要 条 
件 是 , B 是 弱 完 全 有 男 的 。 
”值得 注意 疯 基 + 对 于 (X,olX,X)) 中 的 有 和 界 闭 集 ,一 般 并 不 能 
推 得 它 是 紧 冲 。 如 果 昌 是 邓 中 的 弱 有 界 弱 闭 集 ,只 能 庆 道 了 (CB) 是 
TC(X) 中 的 有 界 闭 集 。 由 于 TT(X) 在 己 中 不 一 定 是 财 舍 ， 所 以 不 
能 斯 言 TCB) 是 卫 中 前 闭 倚 如果 CX, oC(X, 7))》 是 完备 的 ， 则 
TCO 是 己 中 的 入 集 。 此 时 ,中 的 每 一 个 桶 有 春 弱 生子 案 启 定 是 
弱 紧 的 ， 
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例 设 让 为 满足 启 |x:|< 中 的 数列 x= (xi xz,…) 全 体 

按 通常 线性 运算 和 范 数 ]x1 = 已 |x4| 所 成 的 Banach 空间 ,了 = mm。 
在 由 上 的 连续 线性 泛 西 的 一 般 形式 为 
(x) = 3 Xl, 


其 中 省 = Cs 1 Em tt 上 的 玛 所 扑 由 所 范 数 刻 {41fex)|， 
fel*} 给 定 。 由 泛 函 分 析 中 熟知 的 结论 : 世 中 弱 收 敏 序列 是 按 荡 
数 收 伍 的 。L! 上 的 强 拓 盾 一 定 不 满足 第 一 可 列 公理 , 即 不 能 让 高 
化 。 事 实 上 ,如 果 杂 上 的 弱 拓 扑 可 以 距离 化 ， 旭 上 的 弱 拓 扑 和 
范 数 拓扑 是 一 致 的 ，{x|1x]<1} 就 应 该 是 弱 拓 扑 在 0 点 的 环境 。 
但 是 纶 拓扑 0 点 的 环境 基 为 {如 (fi,，…, 所, 8)), 其 中 每 一 个 环境 


Uh 全 一 个 co 下 维 的 子 宝 问 站 Nef , 这 拌 
‘x| 1x]<1} 


必须 包含 一 个 co-n 维 的 于 空间 ,这 系 ; .1 是 范 数 相 蔬 盾 . 这 是 一 
个 弱 拓 扑 不 可 距离 化 的 例 于 。 


共 耗 空间 上 的 拓扑 

设 牙 是 局 部 是 空间, X/ 是 XX 的 共 罗 空间 ,这 和 Banach 空间 理 
论 一 样 ， 在 区 上 可 以 定义 个 同 的 癌 量 拓扑。 

对 每 个 xEX, 定 义 x( 帮 = jx ， 刚 习 中 的 元 可 以 看 作 是 X 
上 的 线性 泛 函 x, 由 此 , { 1x0f) |,xE 及 } 即 {1(x)1,xXEX}, 可 以 署 
作 上 的 一 族 氢 范 数 ， 出 它 导 出 的 局 部 凸 拓扑 称 为 关上 的 郧 “ 拓 
站 ， 记 作 o(X’, 区 )。 任 取 有 银 个 元 和， …， EX, 以 及 2>0, 作 
集合 : 


U CX, os Kos EY = {FD I <, v=1,2, ,1n}, 
那 未 ,这 种 集 的 全 体 构成 (2 , oCX’, 2 在 0 点 药 环 境 基 。 

另外 ,在 XX 中 可 以 定义 强 拓 扑 , 设 绍 是 区 中 的 有 异 集 的 全 体 . 
对 于 每 一 个 BE 咬 , 定义 一 
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PE(f) = sup [fx | FE Xx’ 


出 于 8 是 关中 的 有 有 界 集 ,所 以 对 每 一 个 fe ,PBC 有 7 都 是 一 个 有 
限 值 、 在 X 上 ,由 拟 范 数 谈 {P35(f) , BE 绍 } 导出 的 局 部 凸 向 量 插 
扑 称 为 上 的 强 括 打 , 可 忆 记 作 Bt ©)。、 容 易 知 道 ,中 的 定 
向 点 列 所 按 BACX',X) 收 化 于 0 的 充 要 各 件 是 ， 在 每 个 有 界 集 
BE 有 吸 上 ,六 (0x) 一 致 收 敏 于 0 。 显 然 , 有 0X', XY)CBOX', X)， 

”如 果 下 是 赋 范 空 同 ; 范 数 记 为 上 1. 上 , 设 83 是 区 中 的 有 界 集 ， 屠 


末 sup jxl=M<co, 由 此 ,对 每 个 fEX ,有 
PfY = sup lf(x) | < SP [fex) | = MHF, 

如 果 令 Bi = {x|1xj 志 1}。 那 末 有 PCD = 1， 所 以 由 {P20 有 D， 

BE 当 }) 天 定 的 上 有 的 强 拓 盾 BCX', XXX》 和 上 决定 的 拓扑 是 一 样 

的 。 


对 于 一 般 的 局 部 凸 空间 站 ,XX' 中 的 强 拓 盾 一 般 地 说 ， 并 不 能 
由 一 个 范 数 或 拟 范 数 给 出 。 在 上 面 ,我们 已 经 淖 到 在 上 可 以 构 
造 不 同 的 癌 量 拓扑 。 以 后 如 果 不 特别 指明 , X 上 总 赋予 强 拓 扑面 
称 汐 五 的 共 空 间 站 ' CS 
我 们 若 道 ; 如 果 关 是 赋 范 空间 , 闪 辑 空间 世 中 的 单位 球 
Vo= {fe x’, Iil<1} 
关于 验 * 拓 扑 oCX/, 不 ) 是 紧 集 ， 由 此 可 知 道 XX 中 的 每 个 有 界 集 关 


的 ] 。 的 。 对 于 一 般 的 局 部 此 空间 有 下 述 重 要 定 再 它 可 看 作 赋 范 空间 
情形 的 推广 ， 
是 理 2(Alaoglu-Bourbaki》 设 艾 是 岗 部 上 同 空间, p(x) 是 并 
上 的 连续 拟 浪 数 ，X” 中 关于 拟 范 数 pCx) 连续 的 泛 函 全 体 记 为 
Co 一 《于 伍 次 7 Sup (CX) < co}, 


那 林 《六 p y 按 范 数 jfls = SP ye 成 为 Banach 空间 ， 并 已 


(Xa)7 中 的 单位 球 侈 = 作息 荆州 oA 
ee ia 
元) 第 紧 集 。 


4 共 郑 空间 和 能 拓 插 tt9 


证 很 明显 ， tp)7” 关于 上 -1s 是 一 个 屿 范 空 间 ， 

首先 证 明 (Xp 中 关于 中 和 的 单位 球 Yz 是 弱 * 拓 扑 CC 
XX) 完备 的 事实 上 ， 如 果 人 EV 是 关于 CX 的 基本 和 定 问 点 
列 , 则 对 于 每 个 xX 区， 1 是 基本 半 序 数列 ， 所 以 必 收 总 于 某 
数 , 记 为 ftx)。 令 

jx = Lim fx), XE NN. 

众 易 知道 itx) 是 区 上 的 线性 泛 函 ,由 于 EVs, 有 

|f0 | Bx); XEX,. 
对 v 到 极 眼 邢 得 |x) | 和 PC ,所 以 fJEX' 和 且 fEV?, 就 是 说 Vs 
活 于 OCX ,站 )》 是 完备 的 。 特 别 是 , Vs 是 of ,20 闭 的 。 又 容 蝙 
用 这 CXp2 上 的 范 数 下 拓 扩 强 于 (ot, 六) 在 (Xp 让 的 
诱导 拓扑， 明和 1 中 的 定理 2 可 知道 , Ya 关于 范 数 外 拓扑 也 
是 完备 的 。 记 以 CXp)' 关 十 有-js 是 完备 的 ,成 汽 Banach 空间 。 

如 果 建 立 一 一 对 应 一 > {f(xX), XG@XX}, 可 以 把 CX', 0€X'， 
3X)) 回 有 是 地 民 入 CX (其 中 CX 看 作 霖 积 拓扑 空间 丰 {C,.xEX 色 全面 
和 看 作 CY 的 于 空间 .对 于 固定 的 xXEX, 当 jE Ys 时 , f(x) | 所 p(x 
所 以 V3 可 以 看 作 4= 本 4: 的 子 集 ,其 中 妨 = {| 让 p00O}. 由 


于 Tychonoff 定理 , 集 刀 是 CX 中 的 紧 集 ,而 到 是 和 44 的 子 集 , 所 以 
vo 关于 弱 拓 扑 0CX', X) 是 完全 有 界 的 。 又 因为 好 是 关于 oCX”， 
X) 完 备 的 ， 所 以 由 第 一 章 $10 中 的 定理 1 可 知道 人 是 可 (XXX) 
拓扑 紧 的 。 证 毕 。 

系 1 设 和 是 局 部 凸 空间 , S 是 中 关于 大 中 拓扑 竟 等 度 
”连续 集合 , 则 3 关于 弱 * 拓 扑 oCX', X) 是 相对 号 和 的。 

. 证 由于 $ 是 等 度 连续 祭 侣 ， 必 定 存 在 连续 拟 范 数 p(X) , 遍 
Vo = {x |FCO 志 1 必得 类 xEye 时 ,对 每 一 个 1fE3, 均 有 |] 
<<1, 所 以 SC 由 定理 2 可 知 , 5 是 相对 紧 的 。 证 毕 。， “i 

家 2 (Banach-Alaogla)" 设 XX 是 赋 范 空间 ， 出 X 中 的 于 单位 
球 是 o* 紧 
”最 后 顾 便 指出 ， 定 理 2 中 的 (Xp)' 就 是 在 定理 的 证 好 中 所 
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构造 的 Xp 的 共 辆 空间 。 如 果 S 是 了 上 的 连 综 拟 范 数 基 , 则 
. Xe)’ 


$5 局 部 凸 空间 的 投影 拓扑 和 投影 极限 


我 们 已 经 知道 了 条 积 拓扑 和 商 拓 扑 是 线性 空间 中 构造 新 的 沿 
量 拓扑 的 两 个 基本 方法 。 在 局 部 凸 线性 拓扑 空间 理论 中 ， 投 影 拓 
扑 ( 或 投影 极限 ) 及 归纳 拓扑 5 或 好 纳 极 限 ) 可 以 看 作 上 述 乘 积 招 扑 
《或 弱 拓 扑 ) 及 商 拓扑 概念 的 推广 。 并 且 在 通常 章 穴 下， 投影 极限 
和 归纳 极限 这 两 个 概念 是 相互 对 摘 的 (人 参 阔 16]) 。 

归纳 极限 在 广义 证 数论 中 有 重要 的 庶 用 . 

届 E 和 EtaE 4) 是 线性 空间 ,9 。 是 BE。 pe 三 
癌 量 拓扑 , 二 :五 一 一 > 五 。 是 EE 到 EE 中 的 钱 性 映照 。 则 E 紫 足下 
述 条 件 的 最 弱 拓 扑 .2, 司 得 每 个 级 性 映照 扬 , mE 4 都 是 (BE, .7) 
到 (B。.F。) 的 连续 映照 , 称 海 上 关于 {CB .Fo 二 ?we 的 报 
彩 括 扯 。 

在 村 节 中 ,总 假定 人, 了 满足 分 痪 性 ,点 后 不 再 特别 指骨 。 

肯 显 地 ,了 F 了 是 E 上 强 于 每 个 三:(F ,6 有 A 的 最 弱 拓 扑 , 其 中 
ux1F7o) 是 指 E 上 使 us 连续 的 最 弱 拓 扑 。 设 xEB, xo = (x)， 
a“E 4,x 点 的 9 拓扑 环境 是 由 所 有 如 下 形式 的 集合 门 us!(U。) 构 


成 的 ,其 中 如 是 % 的 尾 一 关于 Fs 的 环境 , 及 是 六 的 任 一 有 限 集 
合 。 由 于 to 是 线性 呐 照 , .FF。 是 局 部 凹 同 量 拓 盾 , 拓扑 .ZF 在 E 上 
是 平移 不 变 的 .并且 在 0 点 存在 一 组 目的 环境 基 二 xue (wa 其 


中 避 , 秃 别 取 (Bo, .FD 中 0 的 是 环境 ,上 右 是 态 的 任 一 有 限 集 合 。. 容 
易 验 证 , 它 满足 第 一 音 人 向 量 拓 扑 局 部 基 交 条件 ,所 以 上 述 定 必 的 拓 
盾 了 8 是 EB 上 的 局 部 是 问世 拓扑。 

CI》B 二 关于 族 108 FH aE A} 的 投影 拓扑 是 EE 上 
使 得 每 个 xy, eeE4 都 连续 的 最 弱 局 部 凸 向 量 拓 补 。 设 Se 是 局 部 
凸 宇 则 (CE 0 工 的 连续 氢 范 数 子 基 , 如 E 上 反 影 拓扑 .了 以 氢 范 
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游 这 {Pw |eE ,PES,}; 为 连续 拟 范 数 子 基 。 

证 由 投影 拓扑 的 定义 。W: 5 一 > 是 连续 的 ,如 果 DES,， 
则 poualX) = pCualx)) 是 E 上 的 连续 氢 范 数 。 另 一 方面 ， 拟 范 数 
族 {pexelaE4,PpESo 定义 了 E 上 一 个 局 部 是 向 量 拓扑 .FF 由 本 
章 $1 中 的 定理 4, 每 个 maE 4 是 连续 的 ,所 以 多 就 是 投影 拓扑 。 

从 而 有 下 述 人 性质 ， 

《ID 上 关于 族 (CBE gt， ae 4y 的 投影 拓扑 是 满足 
Hausdorff 分 离 公 理 芍 充 要 条 信 为 : 对 于 每 个 x€ EE， xu。 必 存在 
aEA4 和 pESu, 使 得 TC 


poeX) 0 2 
等 价 的 充 要 条 件 是 ， 关于 xc 三 ， 而 果 对 每 个 aE 4, 都 有 
He =0, Wx%=0, Re 

定理 1 设 E 上 赔 以 关于 族 {(B。, .Go ty， ac 4》 的 投影 拓 
扑 ,下 是 任 一 线 狂 拓扑 空间 , 则 线性 映照 T，F 一 > E 是 连续 的 充 
要 条件 为 : 对 每 一 个 <E 4 全 是 FP 一 > (E oo 的 连续 线性 
映照 . 

证 “如果 工 是 连续 线性 映照 ,很 明显 , to。, ae A 是 连续 的 。 
反之 ;如果 对 每 一 个 a 人 和 4, WoT 是 连续 的 ， i 
于 基 {peih, 0€ 4 RES。 } 中 的 任 一 氢 范 数 .peu。, 有 本 

(Po TY = POU TY, WEL, 
由 于 其 中 PES。, zxo*T 是 连续 和 的， 所 以 PadcT2) 是 了 上 的 连续 氢 
范 数 ， 从 而 ps)Crg 是 上 的 连续 报 范 数 。 由 本 窜 §1 中 的 定 
理 4 即 知 , :FmE 且 连 续 的 。 证 比 ， | 

由 (DD) 还 可 得 到 ， 

C11》 设 B 是 瑟 中 子 集 ， 则 B 关 于 投影 拓扑 是 有 界 集 的 充 
要 条 件 为 对 于 每 个 %E 有 各， W.(B) 是 (E。， 了 中 中 的 有 界 集 。 

下 面 举 一 些 投影 拓扑 的 例子 。 加 

例 1. 于 空间 ,… 设 下 是 局 部 王 空 间 , M 是 多 的 线 件 子 空间 ,XX 
在 M 上 的 导出 尊 扑 是 ， M. 上 关于 自然 购 入 映照 NM 一 一 发 的 投影 拓 
钾 ;M 赋 以 导出 拓扑 也 是 一 个 局 部 西 空间 , 称 为 居 的 于 空间 。 


js ”第 二 章 ， 民 部 同 线 性 拓 折 空间 


例 ?乘积 空间 。 设 (B., ICwE 4A) 是 一 族 局 部 凸 线性 拆 
扑 空 间 。 考 虑 条 积 空间 E= 了 HB。, 那 末 瑟 上 的 芭 积 拓扑 是 关于 


投影 族 po:E 一 一 Eka E 4) 的 投影 拓扑 ， 


例 3 设 {7F 06, aE 4} 是 向 景 空间 瑟 上 的 一 族 局 部 凸 癌 量 拓 . 


扑 ， 则 拓扑 .F。 (xe 4) 的 最 小 上 界 = Vt #E 是 投影 拓 
补 ， 事实 上 ， 局 部 凸 癌 量 拓扑 多 是 马上 关于 族 CE, .7 。, 了 了)， 


ac 和 } 的 投影 大 扑 ,其 中 了 是 巨 到 瑟 的 恒 等 映 照 。 

例 4 弱 拓 扑 。 设 E 是 线性 空间 , E* 是 吾 上 鸡 线 性 泛 函 全 
体 ,F 是 互 " 中 的 子 集 , 则 E 上 出 氢 范 数 族 {1<x, gy>>1， pe 
的 局 部 凸 向 量 拓扑 [ 记 为 oe(B, F)] 晨 投影 拓扑 . 事实 上 , 设 Ki= 
(K 是 实数 域 或 复数 域 ), 每 一 个 JE E* 可 以 看 作 8 一 > Ki pe 
映照 。 则 otE, F) 是 E 上 关于 族 {(Ki, 站 , fEF} 的 投影 拓扑 。 容 
易 知 道 , 如 果 把 下 换 成 由 FF 张 成 的 线性 子 空间 ,并 不 改变 相应 的 投 
影 拓 扑 。 特 别 是 ,如 是 局 部 凸 空间 , 联 王 = BE' 为 E 的 共 思 空间， 
则 E 上 的 习 拓 盾 otE, E') 是 投影 拓扑 

设 1: 一 一 B。 满足 式 (1) 的 条 件 , 则 EE. 上 关于 


{Es, Fo WH), HE A} 
的 投影 拓扑 2 征 分 离 的 。 我 们 可 以 把 二 嵌入 案 积 空间 I E,, 其 


能 入 映照 为 Y Fr 一 > {hy(X)}aeas 由 于 届 满足 (1)， 所 以 它 是 一 一 映 
限 。 这样， 我 们 如 以 把 总 看 作 Tf E. 中 的 线性 子 空间 ,EB 上 关于 


族 {BEo， .tm)， mE 妥 }) 的 投 是 拓扑 就 是 iE 中 弛 积 拓扑 在 EF 


上 的 导出 拓扑。 于 完备 局部 后 空间 的 钱 线 性 于 空间 是 完备 的 ， 
由 此 得 到 

CVID 设 吉 :一 >B, 满足 式 (1) 的 条 件 , (B。, rs)(qE A) 旺 
完 务 (有 界 完备 或 序列 完备 ) 的 局 部 凸 空间 。 如 果 忆 在 开 瓦 中 的 


僚 是 捕 的 , 则 五 身 以 关于 族 {CB ,0), 9E 用} 的 投影 拓扑 是 
完备 的 ( 丰 虚 地 有 界 完 备 或 序 闷 完备 ): 


5 局 部 凸 空间 前 投影 拓扑 种 设 影 机 上限 1 公所 


投影 概 候 
设 EukcE 4) 是 一 族 局 部 凸 空间 ( 线 佳 空间 )， 种 是 一 个 定 千 半 


” 序 的 足 标 集合 ， 对 于 每 一 对 足 标 Ba 定义 了 一 个 连续 线性 映照 


《相应 地 绢 性 距 照 ) py;Es 一 Bo 划 (Bo Wop} 称 为 局 部 凸 空 间 
《相应 地 线性 空间 ) 的 投影 系 ,如 果 满足 下 述 条 件 ， : 

(Cay Hoo= 1, et A: : 之 

.DY Up = Magoltpy, WH B20. (3) 

当 信 是 自然 数 集合 N , 按 迄 常 大 小 定向 ， 网 投影 系 

{Ba, =1, 2, -+} 

称 汶 投标 序列 。 z 

对 于 投影 序列 上 只 要 对 每 个 NEN,， 给 定 连续 线性 映照 《相应 地 
线性 瞎 照 )Us， 种 村 和 时 > 其 它 的 映照 Bon > HY 硬 可 以 由 <3) 式 
衫 证， 

了 族 (CEw， rap) 古 线性 至 伺 的 投影 系 。 作 线 性 芝 站 Eee A) 的 
瑟 各 空间 呈 Ee。 王 是 工 [的 子 空 间 ， 它 是 由 流 足 下 述 条 性 的 所 
有 元 素 *= (x。, aE A 和) 组 成 , 使 得 

淮 生 二 op (Xp), p= 有 aq C4) 

则 称 EE 为 4B 0E 点》 关于 量 照 族 号 pe BE 总 有 >o0 的 投影 极 
陋 , 记 作品 = im E,, 或 丈 精 确 地 证 为 吾 = lim usEs, 

如 果 记 三 为 下 到 六 分 量 的 投影 


Wor limB,— > BE, C5Y 
则 由 52> 和 <4) 式 不 难 推 得 / 
Ha = Hapoltp, Be>o, | (6) 


定义 ” 设 (Eu, top) 是 局 部 同 空 间 的 投影 系 ， . 9 是 Be 上 的 局 
部 凸 拓 扑 。 在 线性 空间 的 投影 极限 号 上 赋 以 关于 旋 
{CE,, Fa Ha) CE A} 
的 投影 拓扑 ， 称 为 (Ec， Hap0 和 丘 扑 投影 投 限 ， 或 简称 报 影 投 陕 , 坊 
沁 作 五 = lim Fe。 JU 


124 常 二 得 ”局 部 占线 性 扫 扑 空 据 
容易 知道 ， 扣 逢 投影 极限 互 可 以 看 作 委 积 拓扑 空间 于 5. 的 


线性 子 空间 。 再 性质 (DD 可 推 知 ， 

《DD 设 (B Kop) 是 局 部 凸 空间 的 投影 系 , 5S。 是 局 部 中 空间 已 

上 的 连续 斥 范 数 基 。 风 投影 极限 = lim 五 。 上 的 局 部 凸 按 扑 以 
{pou [aE A,, peEs。 } 


为 连续 拟 范 数 基 。 其 中 4 是 4 的 共 尾 子 集 人 )。 
证 由 性 质 (]D, {po laE A,pE S56) 是 lim Eu 上 的 连续 拟 范 
数 子 基 。 设 4(x) 是 tim 5。 上 任 一 连续 拟 范 数 ， 则 必 存 在 有 限 个 
Poe, E So,» Per, do, "yy Per 以 名 正 数 村 使 得 
TX EC Deo ts, CX Ew CrPon* te (XX), 
因为 4 是 定向 半 序 集 丰 的 共 尾 子 集 ， 有 所 惧 必 在 在 0%E A&o, 使 得 
> , wii nw 由 了 千 C06) 式 可 得 
| Pa He, {2} = Ds, ol at (xX 上 区 忆 二 
而 Pa*ttow 是 EB 上 的 连续 拟 范 数 ， 所 以 对 适当 的 PE5., ce>0， 有 
dX Ep (Xx), XE EB, 
即 !pczejaceE 4 peEa 是 己 上 一 组 连续 氢 范 数 基 。 
定理 2 设 三 是 局 部 凸 空 间 的 投影 系 5Eo,， tg) 的 拓扑 投影 极 
限 ,E= lim Him E,, 设 人 的 共 尾 子 集 。 则 
CB, Wa) Fd ET, 07) 
是 局 部 凸 空 间 的 投影 系 。 记 它 的 投影 极限 为 B+ = lim E,, 则 E+ 和 
B 拓扑 问 构 . 
证 先 作 如 下 对 应 ;对 每 一 个 x lim Es, x= (xo),%E€ A， 对 
应 E* 中 的 元 六 二 XxX} ,了 了 EL。 相反 抽 , 如 xx! = (Xxy) EE!+, 对 于 每 
个 aE Ah, 由 于 荆 是 和 的 共 尾 子 集 , 必 存 在 YET, 使 ?>a。 令 
a = Hy, 
鸯 由 式 (3) 和 C4) ,xs 不 依靠 于 9 的 选 芭 。 这 样 ， 对 每 个 x*E€ E+，, 


*)》 定向 半 序 集 妇 的 子 集 As 种 笋 闪 尾 的 于 集 , 是 撞 对 于 每 人 mE 及, 必 存 在 og€ 
相配 Cor, 
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附 一 地 和 定 父 (ojwe 4 并 且 对 于 Bo=a 满足 关系 % = Wgxp, 所 以 
X= (xua)EE。 曙 和 其 在 上 述 对 应 下 , E+ 和 BB 是 代数 同 鬼 的 。 

由 性 质 (Y)7 立 即 知道 , E* 和 E 是 拓扑 同 构 的 。 证 毕 . 

投 {E。, Wap 是 局 部 凸 空间 的 投影 系 。 由 于 MgtB 汪 0) 是 连续 
线性 陕 照 , 若 ps,cEA 是 开 到 Be 的 投影 峡 照 ， 风 用 (4) 式 


xE lm B, 上 持 充 要 条 件 是 : 当 Be 时 , Pox = 丰 gppx， 脚 
lim BE, = 人 | NCOpa ~ rappp)。 
所 以 拓扑 投 影 极 限 lim E。 是 滋 积 空间 TE, 的 闭 线 性 子 空 间 。 于 


古 由 住友 WD， 就 得 到 下 述 定理 ， 
定理 8 设 已 ,ssE4 是 完备 的 (有 界 完备) 局 部 凸 空间 。 那 来 
拓扑 投影 极限 lim lim EB, 是 完备 的 {相应 地 有 和男 完 着 》。 


”在 本 章 31 中 的 定理 3 中 我 们 证 明了 每 一 个 分 离 的 局 部 凸 空 
间 互 局 构 于 Banach 空间 的 乘积 空间 的 线性 子 空间 ,如 果 用 拓扑 投 
影 极 限 的 概念 , 则 可 改 述 如 下 。 

定理 4 每 个 务 离 的 局 部 凸 空间 五 拓扑 同 构 于 了 Banaeh 空间 


E. 的 投影 极 硼 的 稠 线性 子 空间 。 如 果 互 是 完备 的 , 则 互 同 构 于 入 
的 投影 极限 。 

证 ”在 此 沿用 和 1 中 的 定理 4 中 的 记号 ， 设 {Pp。， uc A} 是 EE 
上 的 连续 氢 范 数 基 ,五 是 相应 的 Banach 空间 , 对 于 足 标 集 合 上 44。 
按照 如 下 关系 定向 ， 如 时 PpCX) 2 palx), xtE€ EB, 则 认为 ba. E 
中 的 导 笑 映照 可 车 作 连 绪 急 性 上 映照 

Ups 五 一 > Ey; Po, 

按照 连续 性 , ug 可 以 唯一 地 延 插 为 观照 束 p:Ep 一 > 扎 。 容 易 知 
道 (E。,Wp》 是 Banach 空间 的 投影 系 。 由 于 互 是 分 离 的 局 部 凸 空 
间 , 如 果 对 每 个 ce 4 均 有 px)= 0, 则 5 天 = 0, 记忆 BE 到 箭 积 空 ， 
间 ]] 生 的 耽 昭 了 


Ey 
Te xX— >X= (XE lim E, 
旺 - “一 
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着 一 一 上 股 照 .。 在 TT 映照 下 E 拓 盾 同 构 于 了 FE。 的 子 空间 ，。 mn” 
Ee T(E) Clim lim E,, 
所 以 也 可 以 说 同 构 于 lim lim %. 的 子 空间 .。 
下 面 上 只 要 证 明 E 在 lim 包 。 中 蚌 秽 馈 的 . 记 lim E, 到 瑟 上 上 的 
投影 为 如, 则 {Ps, aE 4} 是 lim 多。 上 的 连续 氢 范 数 基 ,其 中 
pa (X) = Pa (Hox), XE lm E., 
设 xE lim lim E,, 对 每 个 ps 及 2 >0, 由 于 了 B, 在 BB 中 是 称 密 的 ， 可 


取 到 ye， 使 得 
palX— TH = Do CU YEE 
由 此 得 知 五 在 lim 五 中 是 稠密 的 。 


如 果 互 是 完备 的 ， 则 空间 E( 严 格 讲 , 基 TCE)) 是 局 部 凸 空间 
lim. lim EB, 的 完备 子 空间 ,所 以 是 很 的 。 志 此 了 (BE) = Hm E,. 邹 瑟 扫 


扑 同 构 于 名 的 投影 极限 。 证 毕 。 
推论 1 每 个 局 部 止 Frechet 空间 拓扑 同 构 于 Benach 空间 序 
列 的 投影 极限 。 相 上 度 地 ， 局 部 凸 Frechet 空间 序列 的 投影 极 人 委 是 
Be 
后 一 结论 可 以 由 性 项 (CY) 和 定理 3 得到， 
my 顾 便 指出 ， 对 于 分 离 的 局 部 凸 空 间 EB ,lim lim E 禄 以 看 


作 E 的 完备 化 空间 或 召 的 完备 包 。 


36 局 部 吕 室 间 的 归纳 拓扑 和 归纳 极限 


变 互 和 Be(xe 4) 是 线性 空间 , 9。 是 Be 上 的 分 离 的 局 部 
凸 识 量 拓扑 , 9.:B。 一 > ElaE 4) 是 瑟 。 到 EE 的 线性 映照 。 则 E 上 
满足 下 述 条 件 的 最 强 局 部 凸 向 量 拓 扑 , 光 ji; 使 得 每 个 线性 映 蚜 
VelaE 和 ) 都 是 《FEo, 了 Fo 到 瑟 中 的 连续 有 映 狗 ， 称 为 妃 上 关于 族 


85 局 部 凸 室 打 的 旺 贞 拓 托 和 归纳 概 限 +? 


4B EA} 的 局 部 是 内 摧 拓 和 ,或 简称 归纳 拓扑 。 

这 祥 的 妇 纳 拓扑 总 是 存在 的 。 事 实 上 , 令 宣 是 上 上 这 样 的 局 
部 凸 同 量 据 徙 全体, 使 得 每 个 线性 爱 照 9g.(aE 4) 是 连续 的 。 因 为 
EBE 上 的 平 筷 拓扑 (好 中 的 开 集 上 共有 钙 和 BB) 总 是 属 计 中 , 集合 外 
不 是 空 的 。 令 .了 FF = 和 VYPDCB 的 土 界 )。 如 果 局 部 同 向 量 拓扑 TE 中 
由 执 范 数 族 Pr 天 定 ， 那 末 VB 拓扑 由 摘 范 数 族 U {Pr, TE 由} 
决定 。 很 明显 ,局 部 凸 拓扑 .FF = 和 VBP 就 十 B 上 关于 族 {(B。, 5。 
gs EA} 的 归纳 拓扑 。* 注 意 ; 作为 加 的 上 四 ,FF 让 可 看 作 EE 上 
关于 {0 下, TT, 万, 了 工 GE 且 } 的 投影 拓扑 )。 

上 述 定 义 揭 归纳 拓扑 不 一 定 满 直 分离 性 。 虽 然 本 节 总 假定 
(Bes 多) 满 是 分 离 性 ,但 也 不 能 保证 轨 纳 拓扑 是 分 离 的 . 

记 (Bo7(GE 4 为 名 的 和 值 域 。 下 面 公 讨论 在 归纳 拓 持 的 定 
多 中 真正 有 意 尽 的 情形 。 假 定 五 为 由 UTCEaJ ae 张 成 的 
线 竹 空间 。 由 和 证 祥 ， 王 上 的 归纳 拓扑 3, 在 0 点 的 环 壤 基 由 所 在 
消 足 下 述 条 性 的 集合 辟 组 成 : 吕 是 忆 中 的 均 街 止 吸收 集 , 并 旨 对 等 
一 个 EA, IUD 是 (B65 Fa 中 避 的 环境 。 人 于 假定 吾 是 

UU {gCE), oo€E A 
的 线性 包 , EB 中 妇 纳 拓扑 在 0 的 环境 基 世 本 让 所 有 如 下 集 谷 组 成 ， 
[UY 二) 

其 中 加 是 (Ei ?ao 中 中 时 环 缔 其 中 的 人 尾 一 环境 。 

定理 1 设 v 是 线性 空间 主 到 局 部 凸 空间 F 中 的 强手 映 腿 ， 
则 v 美 于 呈 上 归纳 拓扑 .是 连续 的 充 要 条 件 为 , 对 每 -一 个 
aeE4, 瞻 照 begu 是 ( 玉 , ,76) 到 下 的 连续 映照 

证 ”条件 的 必要 性 是 请 兢 的。 下 面 证 避 完 分 件 、 设 对 每 一 个 
“<E4, ucgo 是 连续 的 , 风 是 下 中 心 的 任 一 均衡 同 环 境 , 则 - 

(Vo TW = gr EV WY 

是 吾 中 心 的 环境 ,这 说 明 or 是 BE 上 90 的 己 纳 丘 外 环境 。 还 
圭 。 

俩 1 商 拓扑 。 设 ( 刁 , .了 ) 是 局 部 凸 空 间 ， M 是 玉 的 闭 线 性 
子 空间 。 作 凋 招 扑 空 间 E/M, 则 E/M 基 分 离 欧 局 部 上 是 空间 。 记 
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0 为 电 到 E/M 的 自然 映照 , 则 B/M 上 的 商 扩 扑 即 是 关于 (8B, 到， 
93 的 归 编 拓扑。 这 可 以 由 商 拓扑 的 定义 直接 得 知 。 

例 2 : 设 Y 基线 性 空间 ，{T。, aE A&) 是 了 上 一 族 局 部 凸 向 量 
拓扑 、 记 Ye=(Y, Te ， 取 9:Yo 一 > 工 为 得 等 映照 , 则 立 上 关于 
族 {(7, Tc, go), aeE4} 的 归纳 拓扑 是 鸭 于 每 个 TeEA4) 的 最 强 
局 郁 西 向 量 拓扑 ,可 记 作 人 (TaEA}+。 

对 于 局 部 凸 向 量 拓 扑 可 以 岂 连 续 报 范 数 爹 体 决 定 . 设 (E,， 
3 JJ(sEx4) 上 连续 执 范 数 全 体 为 &, .38， 是 E 上 的 关于 族 

{EB Fo Jo), HE A} 
的 归纳 拓扑, (BE, .F,) 上 的 连 浸 氢 范 数 全 体 记 为 5, 则 由 定义 知 ， 

(D Pp 是 (BE, .8 ,上 的 连续 氢 范 数 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 每 个 
oeE A, p94 是 CE A 上 的 连续 氢 范 数 ， 

局 吏 革 间接 积 拓 站 
设 和， acE4A 是 一 族 局 部 凸 空 间 , 作 乘积 空间 
EBE=I{EB,, «€ A}, 
每 个 EB, 吉 以 看 作 E 的 子 空间 ， 只 要 把 每 个 xEE 潜 作 E 中 的 元 
= (9p) 其 中 了 =x， 当 且 二 44 时, 女 =0。 记 到 EE 的 霸 入 里 虞 
为 科 。 考 泗 琴 中 出事。 gE A} 张 成 的 线性 子 空间 , 记 为 
中 (BE oe A}, 
则 y= CED{B,, Ed} 的 充 要 篆 慎 是 轴 (aE A), 除 了 有 限 多 
个 5 和 外 六 0。 乘 积 空间 的 线性 子 空间 图 {E。, ae A} 称 为 线性 空 
闻 {。，wE 4 的 直接 和 。 如 果 上 是 有 有 限 个 元 的 足 标 集 人 台 , 则 
“人 直人， 
如 果 在 线性 空间 外 {EB。, x€ 有 4) 上 引入 关于 嵌入 瞎 照 
le 天。 一 一 PD{E,, aE A} 
的 局 部 同 妇 纳 拓 盾 , 即 关 于 族 {CB 3 fo，xeEy 的 局 部 凸 妇 
纳 拓扑 , 称 为 四 {6., a EA} 上 的 局 部 凸 直接 和 拓扑 ， 或 简称 直接 
和 拓 丰 ， 记 为 Te。 换 句 话说 ，Te 是 四 {BE4, aE A} 上 满足 下 
件 的 最 强 局 部 凸 向 量 拓 扯 ， 使 得 在 每 个 EuCaE 4》 上 的 限制 粗 于 
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(或 等 于 》E。 上 的 拓扑. 了。 而 (全 1B, EAA}, Tea) 称 为 (Eee，.3 
《aE 和) 的 局 部 西 直 持 和 线性 拓 打 空间 ,或 简称 为 直接 和 ， 并 简 记 
六 中 Eo, ii 

《ID 设 10Bo, Go eaEA4 是 一 族 局 部 凸 空间, 中 {Eo mE 及 ) 
上 的 局 部 凸 直接 和 拓扑 为 工 , 则 Te 在 Be 上 的 限制 等 于 拓扑 
oy 即 TelBs=.3 txE4)。Te 是 泗 足 此 性 质 的 最 强 局 部 四 扫 
扑 。 

证 由 于 TREE eeE4 上 抽 飞 积 招 扑 是 使 每 个 线性 映照 所 
连 毋 的 局 部 凸 拓扑 ,按照 四 (Bo mE€ 4 上 直接 和 拓 扯 Ts 的 定义 ， 
Te 强 于 IE。 上 乘积 拓扑 在 中 EBe 上 的 限制 。 由 于 IIE,。 上 乘积 拓 
村 在 B4 上 时 限制 海 了 ,所 以 TelBo 必 Fo, 又 按 定 义 了 sj EC 
a BT, | 五。 二 i Cll) 中 最后 网 结论 可 由 Te 的 定 闵 拇 到 ， 证 

设 S.CaE A) 是 局 部 凸 空间 (如 ,762 上 的 连续 拟 范 数 的 一 组 
基 , 则 : 人 和 
(HID 在 局 部 凸 直接 和 空间 @(E。, aE 4} 上 , 由 下 述 拟 范 数 
全 体 组 成 号 5B。 上 的 连续 所 范 数 基 ; 

p(X) = 这 和 upafxa 二 DB,, (2 


其 中 入 守 0 ,PES X= (xc € BE,, 
因此 , 如 果 对 每 个 axE4,.7 是 分 离 的 , 则 在 中!{EB., saEE} 上 
的 局 部 凸 直 接 利 折 扑 T。 也 满足 分 次 古 。 
证 设 由己 上 氢 范 数 PCxr)y 可 表 为 式 (2)。 由 于 对 每 个 
HEA, CDol CRY = A palKe), XA EB, 
是 .BE.。 上 的 连续 拟 范 数 。 由 福 质 (DD 知 pCx) 是 四 上 的 连续 拟 范 
数 。 相反 地 ,如 时 p(x) 是 四 下 上 的 连续 执 范 数 ， 则 pet CaE 4) 
是 (E。,.Fo) 上 的 连续 拟 范 数 。 由 搬 定 3- 是 Es 上 连续 拟 范 数 基 ， 
必 存 在 入 >0,， puEsc， 个 得 ,: 
， po Cxo) Mapatxn), x We 
则 对 每 一 个 xE 四 Bi 有 


TH0 第 二 音 ”局 齐 喇 线性 拓扑 空 得 
PC Prlo(Xe) EE 全 和 PoCxaye 
三 司 过 | + 


所 以 形式 (2? 的 氢 范 数组 成 命 B。 上 的 连续 拟 范 数 基 ， 
分 离 性 结论 由 (2) 和 3 1 中 的 性 质 (]) 肥 可 知 。 证 毕 。 z 

”定理 2 每 个 局 部 是 归纳 拓扑 都 是 局 部 旺 直 接 和 拓扑 的 高 拓 
扑 、 8 

”证 设 ( 了 ,3wCeead) 是 一 族 局 部 凸 空间 ， 
duot Eo BEB, EA 
是 E. 到 线 广 空间 EE 上 的 线性 映照 。 设 EE 上 关于 旋 {BE,, 久 。， 
90) CE4k 的 茹 纳 折 扑 为 了 。 作 四 E 到 EE 网线 杜 映 照 

gat 4 一 BD 9xo), (3) 


其 中 由 表示 这 个 线性 映照 的 记号 , x= (Xo) E 四 BE。 实际 上 (3) 
式 春 端 求 和 至 密 为 有 限 项 。 由 53) 得 
ga = (BIa) of。 4 
其 中 大 是 EB 到 图 BE 的 典 入 映照 。 设 ptx)》 是 (8E, TI 上 的 氢 范 
数 ,由 人 性质 (]) ,p(x)》 是 连续 的 充 要 条 件 为 : 对 每 个 ccE4， 
PedXo) = pogo (Ne) , Xo EB, C95) 
是 E。 上 的 连续 拟 范 数 。 考 嵌 出 照 pe 甸 9g。， 由 于 全 8。 上 直接 和 拓 
扑 Ts 是 关于 族 {CB6, 6,10), EA} 的 局 部 是 归 纳 拓 扑 ， 由 (5) 
式 即 知 , pCx) 是 CE, T,) 上 连续 氮 范 数 的 充 要 条 件 为 p° 儿 9 是 
《中 BE。, To) 上 的 连续 拟 范 数 。 所 以 人 @g 是 (CBB, Te) 到 (B, 了 T,) 的 
连续 开 上 映照 。 令 
NCDgD) = {x EE BE,| (Pg9Ix=0, 《6) 
则 由 全 9 导出 一 个 多 BN 到 (E, TJ 上 的 一 一 上 映照， 并 且 在 这 
个 饮 癌 下， 全 Ea/N 和 (5,， TD 拓扑 间 构 。 证 毕 . 
系 设 (E。, .Fo (aE A) 是 分 离 的 局 部 凸 空间 。 则 互 上 关于 
族 【CE .8 9.)，weE4y 的 局 部 凸 归 纳 拓 扑 了 是 分 离 的 充 要 条 
件 为 NC@B9o) 是 局 部 古 直 接 和 窗 间 { 四 Eo, Ts) 中 的 闭 集 . 
定理 3 设 EB.(aE 有 FA) 是 局 部 凸 空间 ， 刚 局 如 接 和 空间 
《GBE。, To) 是 完备 (序列 完备 ) 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 每 一 个 <E4， 
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局 部 凸 空间 E。 是 完备 的 (相应 地 ,序列 完 和 名)， 

证 必要 性 ; 没 E= 旬 BE 是 完备 的 、 由 于 局 部 凸 直接 和 拓扑 
空间 占 到 ECaE 有 妇 ) 的 投影 po 是 连续 的 ,因此 每 一 个 已 KeEA) 都 
古 上 中 的 周子 集 , 从 而 每 个 BE。 必须 是 完备 的 。 

元 分 性 : 设 每 个 Boat0 EA) 是 完备 的 。 记 To 为 ECGE A 及 ) 的 
履 各 拓扑 福 呈 HE。 上 的 限制 。 令 TT 为 中 EBE. 上 局 部 是 直接 和 拓扑， 


则 
: TrCTa。 (7) 


这 {X44 是 (中, Tq) 中 的 基本 定 同 点 列 。 由 于 ToTo,{%,} 
也 是 飞 积 空间 IIE。, wxEA 中 的 基本 定向 点 列 。 因 为 ECaE 有 A) 
是 完备 的 ， 根 据 第 一 章 8 68, 敢 积 拓扑 空间 I1T{E。, mE 态 ) 是 完备 
的 。 所 以 必 存 在 aEIE., 使 得 
*%, 一 0《 按 有 老 积 拓 扩 》， 
下 面 先 证 时 ee 外 Es。。 设 4= (eu 和 = (xr)。 对 于 每 个 6€ 丰 ,如 
果 9 天 0, 选取 BE。 中 0 的 均衡 俩 环境 可 ,使 得 2. EV; 如果 a,=0， 
则 取 0.。=E。， 然 后 令 
V=T UCHDE.. 
则 根据 式 (1) ,VV 是 (BB, Tso) 中 0 的 环境 。 由 于 %, 是 基本 定向 
记 列 ,必定 存在 Ww，, 使 得 
Vm Xo EW, 
取 投 影 即 知 : 对 于 每 个 aE 有, 当 V 宇 Ww 时, xX 一 x EDU.， 由 于 
是 五 。 中 的 闭 集 ,对 ?了 取 极限 ,得 到 
0 — XEU,., C3) 
国 因 .E 四 FE 所 以 xeCaE 有 44) 除 有 限 儿 个 足 标 以 外 为 0。 由 C8) 知 
actaE A 除了 入 限 才 个 足 标 和 外 属于 ,按照 可 的 取 法 ,okeEA4) 
中 非 私 项 至 和 有 有 限 个 ,所 以 4E 人 龟 包 .因此 在 C 儿 BE,, Tn) 中 一 2， 


为 了 证 明 ( 牛 BE, To? 是 完备 的 ,只 要 证 明 x 一 <> a。 由 第 一 音 85 
中 的 定理 2， 只 要 证 明 关 于 局 部 凸 直接 和 拓扑 To, 存在 0 的 一 组 
环境 基 光 ,使 得 其 中 的 每 个 环境 关于 Ta 是 闭 的 。 

设 了 是 [ToW Fr, 即 UTW aE A} 在 (四 BE, Ts) 中 的 均 街 
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由 闭 包 ,其 中 每 个 “€ 夺 , Wo ENW(E。。 那 末 这 种 让 的 全 体 组 成 0 
的 Ta 拓扑 环境 基 , 下 面 将 证 明 Y 关 于 Ta 拓扑 是 闭 的 ， 

设 2 属于 丰 关 于 拓扑 Ta 的 闭 包 [Y]F ， 记 3= (9)》€ 四 BE. 如 . 
果 YV=0, 那 末 gyEY。 如 果 g 拟 0, 令 中 = {x, 刀 车 0},， 是 一 个 有 
限 点 集 。 记 Br = 全 {Eo, aEF}， 则 容易 知道 ， 在 Bi 上 的 拓扑 了 T。 
和 fx 十 一 致 的 。 如 果 能 够 证 明 YE [CYNEcjs , 则 由 

YELVN Esra = [LV NE TItVI = 

就 可 基 道 ,VY 关于 Ta 拓扑 是 闭 集 ， 

记忆 是 4 的 任 一 Ta 折 扑 环境 。 出 于 YELY]F ， 则 

y+0ONVYA D. 


伐 X= (X00) EDE, XECQV+UYNV， 便 新 定 你 x = (x1), 当 EF 

时 ， 信 各 =xe3 当 &EP 寻 , 令 节 =0。 则 容易 知道 仍 有 x’ EC 上 
DNV, 并且 x’EEr， 由 此 YELVNEFJz,。 证 毕 。 

z 对 于 序列 完备 情形 的 证 明 是 类 似 的 。 

例 3 设 互 是 复 ( 或 实 ) 的 线性 空间 ,{xe，eatE A} 是 一 组 Hamel 
葵 。 则 EE 代数 同 冤 于 直接 和 命 上 ,其 中 Ko (a€ AA) 是 复 ( 或 实 ) 的 
一 维 向 量 空间 ,并 南 以 通常 的 拓扑 。 因 为 对 子 也 卓 任 -局 部 四 
阿 东 拓扑 ， Ks 到 是 的 伐 入 映照 总 是 连 绪 的 ， 所 以 巨 = 包 上 的 局 
部 凸 直接 和 拓扑 是 线性 空间 下 上 的 最 强 局 部 凸 向 量 拓扑 ， 它 是 由 
E 上 上 的 所 下 要 范 数 联 并 趾 的 。 由 定理 3, 关于 其 上 的 最 强 局 部 
是 问 副 扩 扑 是 完备 芍 。 

定理 4 设 B 是 局 部 站 直接 和 空间 © Eu 中 的 子 集 。 则 了 是 
条 演 的 充 要 条 件 为 ， 存在 有 了 良 是 标 集合 FCAa, 使 得 B 是 中 {EB,， 
cc FF} 中 的 从 界 集 。 

证 ”必要 作 * 访 吾 是 由 1 2E 太 中 的 有 界 集 。 由 于 中 也 到 
空间 的 投 敢 ps。 基 连续 的 ， 所 以 六 (5) 是 5。 中 的 有 界 集 合 。 
下 器 证 峭 必 在 在 有 限 足 标 集 合 FE 一 4, 佑 得 

aEF>p.cB) = {0}. 
我 们 用 反 证 法 证 明 : 如 果 未 挫 , 则 起 主 一 个 光 限 子 集 AiCA, 但 是 
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当 wE 4 时, p(B) 半 {0}， 任 取 一 列 fa mnEN CA。 则 存在 一 
列 元 YmEEB,， = V0) (GE A), 使 得 玉 E00。 由 于 《Eo， 
.Go 是 分 离 的 , 必 存 在 均衡 凸 环境 YE YE ， 使 得 


| yA ERV, HR=1, 2,*) C9 
对 每 个 EA， 有 VEACE,), 要 求 当 =on 时 ,下 VY, = 站 令 
UT=I VY., 


册 品 EWCTo。 提 是 由 (9 式 基 NW EU =1,2,……), 这 和 8B 
是 (四 BE, Ts) 中 前 有 界 集 相 巴士 。 输 此， 看 在 有 限 集 合 FCA, 使 
得 8B 二 全 {Bo xEF}), 容易 知道 :外 {5。, axaEPF)} 是 四 to aeEA} 的 
后 扑 子 空间 ,所以 8 是 由 {E。, aE€ P} 中 的 有 界 集 。 

充分 性 是 明显 的 。 证 毕 。 

系 ”有 界 完备 的 局 部 凸 空间 的 局 部 凸 直接 和 是 有 界 完备 的 。 

而 4 设 {E,) 是 一 列 Banach 空间 ， 则 局 部 亚 直 接 和 空间 


从 5. 是 完备 的 局 部 凸 空间 ,但 不 是 第 二 纲 的 。 事 实 上 ， 很 容易 技 
到 一 列 有 界 闲 集 Btk= 1， 2 …)》， 使 得 

电台 =- J B,. 
每 个 B 都 被 包含 在 有 限 直接 和 中 。 设 0 是 鳃 Es, 中 0 的 任 一 环 
境 , 则 对 于 每 个 Ex(k=1,2,…), UNE, 是 Es 中 0 的 环境 ， 都 不 
会 是 单 点 集 {0} ,所 以 每 个 Bx 都 不 包含 内 点 ,因此 ,人 BE, 是 第 一 纲 


集 。 由 Baire 定理 知 : 名 En 一 定 不 是 可 距离 化 的 ， 


局 部 吓 归 纳 极限 

设 {E。, aeEA} 是 一 族 局 部 凸 空间 (线性 空间 ?， 其 中 4 是 定向 
点 集 。 对 于 每 一 对 a 专 B, 定义 一 个 连续 线性 揣 照 《相应 地 线性 映 
照 ) hpos Eo。 一 Ese, 满足 下 述 关 系 z 

(ay kh =1, aE A (C10) 

by) hy = hreehpa, PTR, <11) 
”网 称 CE。， hg) 为 局 部 西 空间 (相应 地 线性 空间 ) FE, 的 归纳 系 ， 
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当 朋 是 日 然 数 列 的 情形 ,归纳 系 称 为 局 部 号 空间 (相应 地 线性 


罕 间 ) 的 妇 纳 上 序列 ,可 以 用 图 式 表 示 沪 


. Rh 
Ey EB, EF, >. 


: 定居 设 (E,， gc) 是 汪 持 空间 的 归纳 又 ,了 记 


P= 人 DE,, 
三世 
LCaE 4 表示 下 到 下 的 晶 型 搬入 。 百 表示 四 BE 中 的 线性 子 空 
间 , 它 由 如 下 形式 的 元 素 全 体 张 成 ， 
LCxa) 一 leChpgat Xn)) ya 字 Eb,, Ba. C12 


作 商 线性 空间 中 Es。/H， 册 称 晤 Es/H 为 {E。, EN 关于 映照 hp, 
的 归纳 极限 , 记 为 iim haoB。, 或 简 记 为 lim EE,. 
> 
CIY》 上 述 子 空间 五 由 所 有 如 下 形式 的 元 组 成 ， 
hoxton a C13) 
其 中 ,EE Elj=1,2,…it)。 并 且 存 在 一 个 8, 使 得 当 B=a， 
Om 时 ,满足 下 述 等 式 : 
Ngo CK) tt go Xan) = 0. C14) 
证 ”对 于 C12) 形式 的 光 (x0) 一 了 JahRpotXxa)), 由 于 当 Yo, 8 
时 ， ， 
ha CX0) + RyeC — hoa xe)) = 0, 
所 以 满足 条 件 (13) 与 (14)。 而 右 是 这 样 的 元 的 线性 组 合 ， 
以 袁 中 的 元 满足 条 性 (13) 与 14)，, 
友之, 如果 中 5E。 中 (C13) 形 式 的 元 满足 式 (14)， 刚 
ox) + tom em) = Coro) — lehgo, xa,))), 


其 中 B= wy。 由 时 它 是 二 中 的 元 证 毕 ， 

直 比 性 宇 间 归纳 极限 的 定义 ， 对 于 每 个 <EA4. 典型 嵌入 奈 ; 
BE. 一 DE。 导出 一 个 典型 线性 映 绍 9 Elm E.. 由 于 (12) 形式 
的 元 属于 H, 容易 验证 满足 下 述 关 系 : 

a= deolpo, Bd, 15) 
因而 必须 五 
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月 2 丰富 BC I (Es), C18) 
并 答 萄 验证 lim 上 。= (jg.c8.)。 所 以 可 以 引入 下 述 定 六， 


定义 设 (E,., hpo) 是 局 部 同 空 间 的 归纳 系 。 则 在 线性 空 同 的 
归纳 极限 lim im E, 十 典 以 关于 {(Ec, 9); BE 4 的 局 部 凸 归纳 招 


扑 ， 称 为 (E., 1 hg) 的 局 部 是 归 纳 机 限 ， 仍 记 为 lim E。 


例 5 所 部 凸 室 间 族 1Eo GEA} 的 局 部 上 同 且 接 和 和 就 是 局 部 症 
归纳 报 限 的 一 个 酌 子 。 设 .多 表示 妇 的 所 有 有 限于 集 全 性 。 按 包含 
关系 二 定向 ,规定 

P<F CE 
对 手 个 EF, 记 Er = 由 {B90EF}， 对 于 也 守 Ps, 规定 hpp, 为 
Er 到 Ep, 的 时 型 撒 入 , 则 直人 EE A} = lm lim Er. 


在 定义 归纳 极限 时 ,有 了 时 为 了 方便 ,站 接 把 E 看 成 中 Be 的 子 
穹 间 ,而 省 去 颈 入 活 照 和。 如果 在 局 部 凸 归 纳 系 (BEs, hp) 中 ,对 于 
摧 有 BA, hpot 五 。 一 五 8 都 是 一 一 上 映照 ， 则 每 个 nt Belim E。 项 


是 一 一 疾 照 ， 所 以 线性 空间 = iim Be 可 看 作 和 和 集 LE,, 而 E。 看 


作 瑟 的 子 空 间 。 在 应 用 中 ,下 述 归 纳 极 恨 的 特别 情形 是 寿 用 的 , 它 
相当 于 hs 是 一 一 中 照 的 情 襄 。 
设 吾 是 一 个 线性 空间 ，{E。, weE4} 是 吾 的 一 族 子 空间 ， 当 

a 肝 ,， BE。 站 Es，E, 按 和 包含 关系 己 定向 ,并 且 

品 二 |_J{E,, 性 和 总 4。 
足 标 集合 4 按 如 下 规定 的 序 关 系 也 是 定向 集 ， 

请 -> 必 拟 一 3 ECEp, 
在 每 个 E(xE 4) 上 丝 定 一 个 局 部 凸 向 量 拓扑 .多 使 得 当 有 Ba 
时 , E。 上 的 拓扑 .Fs 强 于 (Ep, .8 和 ) 在 互 上 的 导出 拓 盾 。 用 po 
表示 Es 到 Bs 的 恒 等 鬼 入 ， 则 hpal8 宕 a) 是 连续 线性 锯 照 。 用 太 
表示 5 到 EE 的 自然 杠 入 ， 那 末 EE 上 赋 忆 关于 族 {Eo, .Go gu， 
xE 上 } 的 局 部 凸 归 纳 拓扑 也 称 汶 子 空间 旋 {Bo), GE 站 } 的 
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昭 抽 极限 。 如 果 对 所 有 的 B>oa, .Fp 在 Bs 上 的 导出 拓扑 等 于 
Fs, 则 称 子 空间 族 的 归纳 极限 是 严格 的 。 例 如 例 5 中 的 局 部 后 
直接 布 拓 扑 就 是 Es 的 严格 归纳 极限 ， 

CY》 定 义 在 局 部 凸 空间 的 归纳 极 限 lim E。 土 的 扎 藻 数 p(x》 


是 连续 的 充 机 条 件 为 ， 对 每 一 个 wEAo,. peg 是 6。 上 的 连续 氢 范 
数 ,其 中 A6 是 各 的 共 尾 子 集 。 

证 ”只要 证 充分 性 ， 任 取 aE4, 由 于 4o 是 入 的 共 尾 定 四 子 
集 ,福全 BEA 使 得 Bu。 因为 名 =gpsppn pego=pogponp。 由 
假定 pegp, hes 都 是 连续 的 ， 所 以 pe*gukaE4) 是 E。 上 的 连续 所 
范 数 。 由 归纳 拓扑 的 性 质 即 和 烦 : PC 是 E=lim EE。 上 的 连续 氢 范 


数 ， 证 毕 
类 似 于 投影 极 尹 的 情形 可 以 证 明 ， 
定理 5 设 (E., Hae) (a€E 有 是 局 衣 此 空间 的 归纳 系 , 设 Ao 埠 
4 的 共 尾 子 集 , 则 (CEy， hay) CF EA 也 是 局 部 蚂 空 间 的 归纳 系 ， 并 
有 上册 它 的 归纳 极限 lim ECY € Ao) 和 lim Eate€ 妆 ) 邱 扑 问 和 板 . 


对 于 不 满足 分 离 性 的 局 部 凸 空 间 ， 如 果 它 对 应 的 分 离 局 部 凸 
空间 E/{0}- 其 园 空 间 , 则 人 奶 称 E 是 厨 空间 。 对 于 其 它 空间 类 , 也 
可 这 样 约定 。 

定理 6 设 EokaeA4) 是 轿 空 间 ，E 是 钱 性 空间 ，g.: EB 
KaE 4) 是 线性 趴 照 , 刚 瑟 革 美 于 (人 aeE4) 的 局 良 是 归纳 
拓扑 是 园 空 间 ， 

对 十 权 式 空间 ( 拱 桶 空间 ,可 数 捅 式 空 间 站 或 可 数据 桶 空 
闻 ” 2 相左 的 结论 也 成 开 ， 

证 ”我 们 仅 对 桶 式 空 间 的 情形 作证 明 ; 对 其 他 空间 类 其 证 明 
是 类 向 的 。 役 EaE A444) 是 桶 式 空 间 ，T, 是 瑟 上 关于 4CE., #6)， 
«EE 有 A 的 局 部 眙 妇 纳 拓 扑 。 设 B 是 (FE, T,) 上 任意 一 个 桶 。 则 由 于 
gutQE A) 是 连续 强 性 当 照 97108) 是 EB。 中 的 桶 。 几 Es 是 能 式 空 
间 ,921(8) 是 EE。 中 和 的 环境 。 由 归纳 拓 扯 定 当 就 郑 道 昌 是 (下 ) 
性] 定义 可 参见 第 三 章 $9. 


$6 局部 请 宝 闻 的 好 纳 拓 扑 和 归纳 报 限 187 
中 洛 的 环境 ,所 以 (CE, TT) 是 桶 式 空 间 、 证 毕 ，。 

作为 特 合 ,有 下 述 交 厅 ; 

系 ” 转 空 间 ( 桶 式 空 间 》 关 于 闭 子 空间 的 商 空 间 是 图 空 间 ( 相 
应 地 , 桶 式 空间 )、 由 此 轩 空 间 ( 桶 式 空 间 ) 的 可 补 子 空间 是 圈 空 间 
《相应 地 , 桶 式 空间 ). : 

定理 1 每 一 个 园 空 加 人 .了 工 是 挟 范 空间 揭 归 纳 极 限 。 又 如 
杂 (E ,TI 是 序列 完 务 的 , 刚 它 是 Banach 尝 辐 的 归纳 极限 。 

证 令 光 是 较 空 间 (E, 于 中 均衡 凸 闭 在 界 子 集 全 体 ， 对 于 每 
个 号 己 蒋 , 作 
: Es=L | nB. C17) 
那 末 6s 是 E 的 线性 了 于 空间 , 令 pstx) 是 Es 中 相应 于 B 的 Min- 
kowski 沁 函 , (Es, Pa 是 一 个 线性 同 范 空间 , 特 草 当 (E, T)》 是 序列 
完备 后 ，{Es, pa 十 一 个 Banach 空间 (第 三 章 37)。 作 恒 等 氛 .入 
映照 

Vs Es— EB. 《18) 

由 于 B 是 (E, TT》 中 的 有 界 集 ; 所 以 ps 一 了 | 这 电 Ps 表示 由 它 导 

出 的 拓扑 。 也 以 若 , 呈 所 田 是 连续 线性 上 映照. 当 了 BE 下 ， BC 
By 时, Bn 二 Em 设 贡 sm 汶 恒 等 能 入 陕 照 

Paps: En,— Ep,s C19) 

容易 知道 ps 蚌 连 续 的 。 儿 按照 包含 关系 “ 己 是 一 个 定向 半 序 

集 , 出 (Es, uao (BE 表 ) 是 一 个 品 范 空间 的 归纳 系 。 记 和 它 的 局 部 

凸 归 织 极 限 为 lm Es. 根据 定理 1, 由 恒 等 租 入 上 映照 Es 一 


导出 一 个 连续 线性 映照 : im Es~E， 由 于 每 一 个 xXEE 总 包含 在 
某 个 Bs 之 中 ,所 以 这 是 一 个 线性 空间 lm Bs 和 和 之 间 的 同 构 映 


照 。 我 们 通常 把 对 应 的 点 看 作 是 一 样 的 . 
下 面 只 要 证 骨 im Es 上 的 拓扑 弱 于 (5, 7) 上 的 拓扑 。 设 


P(x) 是 lim Es 上 上 的 尾 一 连续 扳 范 数 。 由 性 质 CD , 对 每 个 五 三- 芝 ， 
把 px 限制 在 Es 上 是 Es 上 的 连续 拟 范 数 ， 由 此 P(x) 在 每 个 
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吾 E 多 上 是 有 界 的 。 由 仆 设 也 是 轿 空 间 ， 所 以 在 每 个 有 界 集 土 有 
办 的 拟 范 数 p(x) 是 (E, 了 上 连续 报 范 数 。 这 就 是 说 lim Es 上 的 


拓扑 绊 于 了 工 . 综合 上 述 讨 论 ， 即 知 E 在 辣 构 意义 下 是 赋 范 空间 右 s 
《BE 洛 ) 的 归纳 极限 。 如 果 (EE,T) 及 是 序列 完备 的 , 这 时 ,Ba 是 
Banach 空间 。 则 EE 是 Banach 空间 的 归纳 极限 。 证 上 毕 、 

注 由 定理 6 和 7?, 我 们 可 顺 恒 得 到 下 述 比 论 :序列 完备 的 揪 
空间 是 桶 式 空 间 ， 

定理 38*) 设 (BE,, .9 taE4) 是 Mackey 空间 。E 上 关于 
族 {1BEe 3 go EE} 的 归纳 拓扑 为 了 了 ;。 如 果 (E, .由 是 分 离 
的 ,; 则 避 是 Mackey 空间 。 

证 记 E'=(E, 久 o)'。 考 磋 目 然 对 偶 (4E, E'>》。 令 TT 是 E 上 
的 任 一 相 容 拓扑 、 由 于 映 觅 

dor (Ea, FE, FI) CHEA) 

是 连续 线性 映照 ， 根据 第 4 章 31 中 的 定理 5 的 推论 3, 将 5 着 作 
(E-， .Fo) 到 (上 ,TT)》 的 映照 也 是 连续 的 所 以 由 归纳 拓扑 的 定义 
可 若 道 TCF,, 即 ,8 是 关于 对 民 <E, EY》 的 最 强 相 穿 拓扑 证 


毕 . 
系 * Mackey 空间 关于 闭 线性 子 空间 的 商 空间 是 Mackey 空 
间 。 z 
定理 3* 《DF) 空 间 序 列 {En} (n= 1, 2, …) 的 局 部 凸 直接 和 
空间 国芳 是 (DP) 空间 ， 


证 设 BC7=1, 3， …) 是 可 中 的 一 列 有 界 集 , 使 巨 , 中 的 每 
个 有 界 集 能 被 法 中 的 一 个 集 明 上 收 。 仿 世 为 盏 到 四 B 的 嵌入 陨 
照 。 则 命 E 中 如 下 形式 的 集合 
lBis) tr + hr CBirsr) 
是 四 BE 中 可 列 个 有 界 集 。 根 据 定 理 4, 由 三 , 中 每 一 个 有 界 集 能 
被 其 中 一 个 集 所 吸收 。 同 时 根据 定理 6, 外 E. 是 可 数 拟 桶 式 空 间 ， 
所 以 四 B 是 一 个 (DF) 空 间 。 证 毕 ， 


ww ea 


#》 定理 8 和 定理 和 可 元 在 学 完 第 三 章 后 学 习 . 
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严格 归纳 极限 
前 面 曾 经 引进 过 严格 归纳 极限 的 概念 。 但 是 这 个 概念 过 于 一 
般 。 为 了 能 得 到 较 好 的 结果 ,只 有 限于 讨论 可 数 的 情形 , 它 订 以 报 述 
如 下 : 说 EE 是 一 个 线性 空间 ，4Es} 是 E 中 强人 性 子 空间 的 严格 增 序 
列 ， 
ECEC-"… CE,CEH,,C', 


并 且 BE={L| B,。 在 每 个 E, 上 赋 以 局 部 凸 向 量 拓扑 休 。, 并 征 对 


于 每 个 REN 总 有 
Ft ] 五， = 7 


证 也, 到 互 中 的 恒 等 能 入 为 纪 , 则 已 上 关于 族 {6,, Fg) 
R= 2 的 局 部 凸 归 纳 拓 扑 .了 称 鸭 序列 {Bw} 的 严格 归纳 
机 人 限 。 
“人 粳 6 设 Pp 是 有 限 序 列 爹 体 组 成 的 线性 空间 对 于 xEvg， 
X= XL 中 六 掏 有 限 个 以 外 汶 0.。 令 
E.= x] =0, 对 于 jn}， 

由 于 ,是 本 限 维 空间 , 了 .上 局 部 西 阿 量 拓扑 .多 。 是 唯一 的 , 即 是 
区 几 里 得 拓扑 。 因为 在 ww 上 的 任 一 局 部 凸 向 景 拓扑 在 瑟 上 导出 
折 扯 .8 罗 。。、 单 上 关于 序列 司 中 的 严格 归纳 极限 哲 扑 就 是 9 上 上 最 强 
局 部 匠 疝 量 和 拓扑 。 

直面 先 证 明 抑 个 引 理 ， 

引 理 1 设 人 ,TI 是 局 部 凸 空间 , 基 是 工 前 子 空 间 ， 在 开 上 
取 相 对 拓扑 、 设 世 是 芷 中 心 的 均衡 凸 环境 、 则 一 定 存在 均 街 凸 环 
境 VeEAY), 使 得 罗 门 瑟 = 口 。 

证 取 工 中 心 的 均衡 凸 环境 W ， 司 得 WW 站 下 二 U, 邻 

V=rW UD, 

容易 知道 VEACODDY, 并 且 UCVNX, 下 面 证 明 相反 的 包含 关系 ， 


”入 xXEVNX, 风 


X= + st, 
其 中 weEW, weU, |ri+ ls|l<1,。 如 果 r=0, 则 x=sweUV， 
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如 果 r 二 0，w= 二 (x 一 st) EX， 又 由 于 WEW, 所 以 


weEWNACU, 
这 样 ,就 证 明了 YN 站 =U。 证 毕 ， 

引 理 2 在 引 理 1 中 , 设 yEY\X, 其 中 七 表示 肪 在 Y 了 中 的 逆 
包 。 于 是 可 适当 选择 FF, 使 得 VX=U, 江 且 yEV, 

证 ”如果 在 引 理 1 物证 明 中 选取 YY 中 避 的 均衡 凸 环 境 斌 ,使 
得 站 XXCU, 同时 使 y+ 玉 和 式 不 相交 ， 那 未 相应 的 V 即 满足 
要 求 。 事 实 上 ,如 果 8EV, 那 末 Y=rw+su, 其 中 weEW, weU, 
Ir[+ 1s| 志 1, 将 推 得 

y-rw=ucEty+ WNUCeY+t+ WI NT= @, 
导致 矛盾 。 证 毕 ， 

定理 机 设 司 ,. 少 ) 是 序列 人 Bo， .的 严格 归纳 极限 ， 则 | 
? 光 在 吕 上 的 导出 拓扑 .Go 即 多 jg= 隐 (=1，2。…)。 

证 该. 在 3 于- 二 出 插 7 ne 控 归 二 抒 柯 定 尽 、 
E, 到 五 的 恒 等 柑 入 是 连续 的 ,所 以 信 吐 了 。 下 面 证 明 相 反 的 和 包 
含 关系 设 上 ,是 (Es, 7 中 局 的 均衡 凸 环 境 。 由 引 理 TI, 存 存 
(Er .GD 中心 的 均衡 凸 环境 局, 使 得 

U, = U.N E,, 
按 归纳 法 ,可 以 构造 集 的 增 序列 Uy(k=1,2,…), 使 得 世人 是 
《Ex， ?rt 中 心 的 均衡 凸 环境 ,并 且 
Urx= Unt Bn KE= 1, < he 


全 口 = 局 Uns 
训 上 是 均衡 广 集 。 下 面 证 眶 UU 瑟 上 上 前 归纳 极限 拓扑. 在 09 点 
的 环境 ， 事 实 上 ,对 于 1<m<n, 有 
UN En CUNE,, 
由 严格 归纳 极限 的 假定 ,Da 站 BE 是 (Bw 名) 中 0 的 环境 ,而 对 


于 m=R+kKCK=0, 1, 2, …) 情 形 , 则 
UCUNE,,y, 
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所 以 UN Es 都 是 (Es .中 人 0 的 环境 , 即 知 UEN(E, ,但 
由 于 UNB,=U,; 即 知 UU, 是 吾 , 中 的 .4 插 扑 环境 ， 这 拌 就 证 
明了 了 CS。 由 此 了 = 这 = |p,。 证 毕 , 

系 ” 设 (BE, Cn=1,2,…》 都 是 分 离 的 局 部 凸 空间 。 则 
增 序列 CBE. .7 让 的 严格 归纳 极限 (CE, :六 ) 也 是 分 离 的 ， 

证 设 XEE, xX 三 0 由 于 B={ JE,， 则 六 有 共 个 rn， 使 得 
EE 由 于 (EE 了) 是 分 说 的， 必 存 在 Us ENAB,, .了 ,)、 司 得 
xXEU,, 

由 定理 10, 存在 {EE, 了 》 中 0 人 环境 上 ,使 得 

UE CC 
很 明显 ,x EU, 即 ( 芷 , , 宁 ) 荐 分离 的 。 证 毕 。 

对 于 严 殊 归纳 极 尘 ,下 述 情 形 更 为 重 坚 , 即 是 还 刘 假 定 对 于 每 
小 HL=1， 2 是 忆 中 的 闲 焦 。 特 别 当 每 个 五. 下 完 苦 有 时， 
属于 这 种 情形 。 人 下面 主要 讨论 这 乔 ' 清 形 。 

定理 11 说 王 是 后. 的 严格 好 纳 相 了 捧 。 则 En = 1,2,…) 均 
是 Ei 中 国 集 胎 充 村 条 件 为 每 个 Bt=1l 3 峡 互 中 的 闭 

证 ”充分 性 由 定理 10 即 知 。 

必要 性 ; 记 [BJ5 为 在 BE 中 的 闭 包 , 设 xELBE,J]jCE, 则 必 
存在 某 个 kK>n, 使 xXEE,、 往 温 定 理 10, x ELE, 其 中 闭 包 在 
FE; 中 取 。 上 二 假设， 瑟 s 在 三 中 是 闭 徇 ,E41 在 二 :中 是 后 习 ， 
Ei 在 Bs 中 是 闭 的 , 推 得 Es, 是 EB, 中 的 闭 集 , 所 以 XEE,, E， 
是 已 中 的 闭 集 。 证 毕 。 四 

定理 15 设 E 是 上 ,的 严 档 凡 | 商 析 上 启 ， 浊 且 对 于 每 个 二 其 
E41 中 的 闭 集 , 则 下 述 半 论 成 立 : 

《7 设 盘 是 号 中 的 手 梨 ， 则 各 是 有 界 5 完 全 腊 站 的 充 强 条 件 
为 ， 存在 某 个 月 然 数 me， 使 得 A 二 ,并 且 上 总 起 E,,。 中 的 有 界 混 
《相应 地 , 为 完全 有 界 集 )。 

Cb) 录 时 人 (有 = 让， 2 …) 是 五 中 的 序列 ， 唱 二 ,在 吾 中 收 伍 
于 xX,， 即 litnx=x 的 营 要 和 条件 为 ， 存 在 其 个 自然 灼 ti， 使 得 人 rw} 
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和 xx 都 属于 瑟 ， 并 且 往 FE, 中 mm x,==xx。 
(C0) 如 果 每 个 Bu 是 分 高 的 , 中 的 子 集 B 是 紧 的 充 要 条 件 为 
存在 某 mo, 性 BB 是 BE 中 的 紧 集 ，。 

证 (0) 设 ACE,, 是 EE 中 的 有 界 集 , 则 根据 定理 10 1, A 
是 互 中 的 有 猎 集 。 反 之 , 设 4 是 五 中 的 有 界 集 ,我 们 用 反 证 法 证 明 
各 一 定 包 会 在 某 个 吾 . 中 。 根 设 这 个 结论 不 成 立 , 则 和 中 必 可 取出 
一 到 元 is 以 及 目 然 数 的 增 序 烈 伯 ,使 得 

XEEr 但 是 XE Er (R=1, 2,……), 
根 权 引 理 2, 可 以 构造 一 个 均 癸 凸 集 的 描 序 列 Vn= 1,2,，…)， 
其 中 Ys 是 Ei 中 0 的 均衡 凸 环 境 ( 可 以 取 玉 ,= 上,,》, 使 得 对 于 
每 个 日 然 数 , 洞 是 下 达 关 系 
Vera fl Ex, = Vkns 


并 且 司 得 xs EV 说 


V = [J Va, 
- 则 易 验证 是 五 中 全 的 均衡 名 环境 ,但 是 
x EV (n=1,2,.°), 


这 与 集 所 是 有 界 的 假设 相 隆 后 ， 所 以 必 存 在 革 mm， 使得 4 一 Bo。 
根据 定理 10, A 也 基 E,, 中 的 有 界 集 ， | 

cb} 由 于 百 中 收 襄 序列 是 有 卉 和 集 ， 让 以 南 本 由 : 理 的 结论 a》 
和 定理 10 即 可 推 得 . 

(c) 设 B 是 EB 中 的 紧 集 ,特别 蚌 ， B 必 是 中风 有 界 集 ， 根据 
《oa)， 必 征 在 某 自 然 数 加， 使 得 五 一 吾 ,。， 设 {U06, acE 4 是 巨 中 


虱 盖 BB 人 的 开 集 族 ; 


BC .1:U, 
| 


对 于 每 小 过 ,根据 让 理 10, 能 找 刘 王 中 的 开 集 Ya, 使 

Van E,, = Ui (UE), 
则 4Ya， xcEA4+ 古 三 中 吕 的 开 变 盖 , 让 于 五 是 三 中 的 紧 集 ,存在 器 的 
有 仇 开 更 瘟 好 sr， 了 二 工 ， 2， sp ns 则 Lioy, f=1, 2 和 
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EF. 中 羡 的 有 限 开 理 盖 。 所 坟 瑟 是 五 中 的 紧 集 .。 
林 到 地 ,如果 吾 是 Es 中 的 紧 集 ， 则 根据 定理 10, 可 以 直接 验 
证 吾 生 三 中 的 任意 开 槛 盖 包 售 有 限 子 发 盖 。 证 毕 ， 
起 理 1 设 BE 是 的 严格 归纳 极限 ， 并 且 每 个 E, 是 Ei4l 的 
真 闭 子 空 间 , 则 EE 不 能 被 距离 化 ， 
证 这 信 ,G4=1,3,-…) 是 避 中 0 移 均 衡 上 晤 环境 的 减 序列 
VI OV DDO, 
因为 是 吸收 集合 , 而 囊 盖 三, 所 以 对 于 尾 一 个 =1, 2,…, 有 
VB 取 扣 EYE 则 由 定理 12 中 的 C0), {6s} (n=1,2,…) 
不 是 互 中 的 有 界 集 。 但 是 混合 {04w}wer 被 每 一 个 Vs 吸收 , 这 是 因 
汐 当 RE 时, ECV,, 而 {01， ez Qn-1} 是 有 界 集 、 这 就 
表明 {Vw Cn = 1,2,…) 不 可 能 是 上 中 0 的 一 组 环境 基 , 所 以 E 不 
满足 第 一 可 璋 公理 。 汪 毕 ， 
我 们 必须 注意 下 述 事实 * 完备 局 部 凸 空间 的 归纳 扫 盾 (归纳 极 
上限 ) 不 一 定 是 完备 的 。 甚 至 完备 局 部 凸 空间 的 分 离 的 商 折 扑 也 不 
一 计量 完 苦 的 。 但 如 果 王 是 瑟 。 的 严格 归纳 极限 ， 且 设 每 个 名, 是 
完备 的 ,由 定 埋 12 立即 能 推 得 瑟 是 序列 完备 或 有 和 界 完 省 的 。 进 一 “ 
步 可 以 证 湖 下 而 的 结论 : 
定理 14 完备 局 部 凤 空间 (BE,, ,的 严格 归纳 极限 (条 ) 
是 完备 的 局 部 点 空间 ， 
证 设 玉 是 EE 中 的 一 个 Cauchy 滤 子 人 ， (CE) 或 小 表 示 上 中 
0 的 环境 全 体 。 则 
F+W={F+UIFEF ,Uc #? 
也 基 瑟 计 的 Cauchy 滤 子 , 而 且 . 玫 + 在 E 中 是 收 合 的 充 要 茶 件 
是 : .多 在 EB 中 收 训 。 
下 面 首先 证 明 人 存在 某 个 自然 数 m, 使 得 每 个 Ft+5 和 EE, 相 
交 , 其 中 FE UEY。 我 们 用 反 证 法 和 证明。 如 果 这 个 结论 不 成 
*) 设 严 旦 钱 性 拓扑 空间 所 中 的 一 个 让 子 , 如 果 对 于 上 每 个 WE 存在 已 E 提 ,使 


二 FF 一 FCU, 则 称 玫 为 Cauchy 证 子 。 线性 拓扑 空间 豆 是 完备 的 充 要 条 件 为 . 吉 中 手 
个 Caucby 访 于 收 般 于 所 中 的 一 点 #， 详 细 内 容 可 参看 关 这 直 潜 < 拍 扑 人 辜 间 知 论 *。 
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立 , 则 对 于 每 个 #, 存在 菜 个 heE 以 及 U。E 洲 ,使 得 
(As+ UY NE,= . 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 殷 定 UU, 都 是 均衡 凸 的 , 且 对 每 个 a。 有 
UrCtU, R=1, 2,.…), 
令 V 为 [J {Un} 的 均衡 后 包 , 记 作 
V =[ .AU, MN E.), 
则 由 定理 10 儿 寻 纳 拓 扑 的 定义 可 知 : Y 巧 E 中 0 的 环境 。 由 此 
可 得 ;对 于 每 个 *, 必 有 z 
(As+ NE=D R=1,2,.), (20) 
事实 上 ,如果 对 茶 个 9, 其 交 非 空 。 取 
XEtA + VTiE 


I 
让 
章 必 站 在 中 E 和 及 x EU,NE, (t=1, Fy mm) ,> 上 天 下 = 二 本 司 
X=0+ 全 EX 
= 
因此 X— TX = + Xs 
LE 4 


由 于 三; 是 均衡 凸 的 减 序 列 , 上 式 右 端 古 A,+ VU 中 的 元， 而 左 端 
是 Ei 中 的 元 。 这 与 二， EC。 Bd 5 个 相交 相 耶 秆 。 这 就 证 有 明子 
A Ct 人 Es= 中。 由 于 多 是 Cauchy 滤 子 ,存在 
， 鸽 得 F~ FCOYV. 作 取 人 CE， 避 对 于 某 个 %， weE:, 再 
了 旭 
: W=U+ WwW— Eu CA +Y, 
这 利 CA WB = 二 树 耶 夺 。 由 出 得 知 ; 必 条 在 革 全 委 热 数 mm， 
舍得 祷 二 证 i E,, 六 这 、 
令 = {ArDNE ACP, UE#), 
那 末 圾 是 E,， 站 的 个 Cauchy 滤 子 。 由 很 定 5 是 完备 的 ,每 个 
Cauchy 滤 节 必须 收 燥 ， 所 以 鹏 在 症 。 中 收 合 于 x。 下 面 要 证 明 
+ 术 人 在 E 中 也 收 合 于 x. 这 只 训 证 明 对 于 每 个 A4tUEF+W， 
XE A+ ,其 中 闭 色 是 在 BE 中 到 的 ，。 
任 取 璇 EW CE)。 由 于 站 Bs 中 , 轨 -x 所 以 


了 凸 华 的 瑞 点 和 FEpeNH-MHADMSAH 定理 ] 要 5 
x+ WN EE, 
由 于 在 滤 子 中 任何 两 个 集 的 交 非 空 , 记 岂 x+ CW 站 BE, 和 (+ 器 ) 
站 EE 的 训 非 空 。 因此 车 WD 人意 + 习 二 四 即 知 xE (CA++U)-。 
证 毕 。 
通 负 称 Banach 空间 增 序 列 的 严格 归纳 极限 为 人 8) 空 间 ， 而 
狼 局 部 品 Frechet 空间 (也 称 (F) 空间 ) 增 序列 的 严格 归纳 极限 为 
(IL) 空间。 和 这些 空间 虽然 不 能 被 距离 化 ， 但 是 却 有 着 Frechet 空 
间 的 一 些 重要 人 性质， 岗 如 由 定理 6, (LB) 空间 及 (LF)》 空间 是 国 
空间 ,也 是 桶 式 空 间 ， 
系 ”每 个 (LB 或 (LFF) 空间 是 完备 的 
下 面 举 一 :个 《让 ) 空 痊 : 
例 / 空间 ，K(q) 表示 直线 上 支 集 在 [9,9] 中 的 实 ( 或 
复 ) 什 无 限 交 可 往 函 数 人 全体， 山上 以 各 阶 导 男 数 的 一 列 收 徽 攻 扑 ， 是 
一 个 局 部 中 Frechet 空间 , 设 乓 束 示 直线 上 所 有 支 集 为 紧 的 实 ( 或 
复 ) 值 无 限 次 可 微 函 数 全 体 组 成 的 线性 空间 ， 在 六 上 取 关 于 于 空 
间 序 列 站 (mn) (n=1,2,…》 的 局 部 上 是 归纳 拓扑 也, 则 KC 了 ) 为 
子 空间 序列 上 (4) .的 严格 归纳 极限 。 根据 定理 14, 下 空间 是 完备 
的 。 二 空间 基 上 广义 淆 数论 中 常用 的 基本 孙 数 空间 之 一 。 
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投 E 古 一 个 线性 空间 。 对 于 x,yEE, 称 
(x Y= {ix + ly tl1} 

为 达 靖 和 的 实 前 开 区 间 。 又 设 各 是 吾 中 的 凸 集 ,， 4 中欧 点 = 
称 为 入 的 端 所 ,是 指 * 对 于 番 中 任何 两 点 49,b, 均 有 xEC9,5)。 即 
x 不 是 入 中 仁 何 线段 的 内 点 。 端 点 的 概念 是 下 述 概念 的 特殊 情 
视 ， 

设 互 是 一 个 线性 空间 , 4 是 吾 中 的 凸 集 , 理 是 号 中 Was 
流 形 , 如 果 满 足下 述 条 件 ， 

vv ay 和 的 
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Cb》 对 于 xyE NA 如 果 (C(x, 玫 站 HSB。 刚 (x, 用 生理 
出 称 理 为 凸 集 和 态 的 庆 托 流 形 。 当 五 仅 和 包含 一 个 点 时 ， 称 为 零 维 率 
托 流 形 。 由 定义 , 零 维 承 托 流 形 即 是 端点 。 如 果 {( 玫 ,eaE .好 } 是 内 
的 一 族 承 托 流 形 , 出 门 1 we. 好) 或 与 4 不 相交 ,或 也 是 各 的 承 
托 流 形 。 如 入 是 平面 上 的 闭 三 角形 ， 三 角形 的 三 个 顶点 就 是 及 的 
端点 ,通过 边 的 直线 是 4 的 承 托 流 形 。 对 于 平面 革 的 闵 止 多 过 形 ， 
端点 集 正 是 它 的 顶点 。 由 于 平面 上 的 闭 是 多 边 形 上 的 任何 一 点 都 
二 公用 和 它 的 顶点 的 西 组 合 囊 示 , 换 向 话说 , 对 于 闭 凸 包 边 形 疝 言 
任何 一 点 都 可 以 用 它 的 端点 的 凸 组 侣 表示 ， 这 个 事实 可 以 推广 到 
局 刘 凸 线性 拓扑 空间 中 的 紧 凸 集 的 情形 。 

定理 1(KpegsH-Mzmawat 定理 ) 设 4 是 分 离 的 局 部 凸 煞 性 
扫 扑 空间 EB 中 的 肾 凸 集 。 则 4 的 每 个 匪 流 形 心包 合并 的 


一 个 端点 。 并 且 A 是 它 的 所 有 上 靖 矶 公 下 丽 卫 西 机 

证， 设 丸 是 坟 丽 在 一 于 承 拭 流 形 。 现 在 考 壤 及 中 所 名 信 的 上 
的 闭 承 托 流 形 的 全 体 实 ， 于 于 过 中 的 任何 一 个 按 和 包含 关系 全 序 的 
于 族 多 1= {Re,4E 好) ,由 于 已 . 门 4 是 紧 些 ， 有 {RN A,GE .中 


的 有 限 个 交 是 非 空 的 ， 所 以 (RIONA= 区 Re 站 4 多, 由 此 


外 二 , 多: 的 下 端 即 是 .多 1: 中 一 切 集合 的 交 。 于 是 出 Zorn 引 理 ， 
多 有 一 个 棚 小 元 3, 这 个 集 仍 是 4 的 闭 承 托 流 形 。 

下 面 证 基 S 只 会 一 点 , 即 是 4 的 端点 。 如 木然 , 设 S 至 少 和 包含 
个 间 的 两 点 < 与 ge 刚 存 在 互 上 前 实 连 续 线 性 泛 画 了 使 得 

HX) fy, 

因为 SnA 是 紧 集 , f 在 其 上 是 有 界 的 ,将 其 上 确 界 记 为 MM， 邻 
C=SNfMM), 由 于 六 X19), 所 以 x 与 y 不 能 都 在 C 中， 出 
此 CC 是 5S 的 非 空 间 真 子 流 形 . 但 是 仍 是 和 4 的 闭 承 托 流 形 〈 这 是 
因为 了 在 Sn 4 上 达到 上 瑞 界 MM, 所 以 


ClliA=SNT CD) 有 A 全。 


再 外 ， 帮 《ay 划一 由 ， 且 《Gy 的 门 Cs 作风 (aa 的 门 记 二 本 ， 夏 
《GD 二 5 0,0)CHNA. 又 因 当 xE C0, PYCSNANH, fx) <M, 
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而 对 于 zsEday PNC, ft2) = M, 于 是 内 能 109) = Ob)》=H， 所 以 
(ay 6b) EIAMD NS 这 就 与 汪 是 极 小 的 相 了 矛盾 ， 所 以 $ 只 能 含 
一 点 ， 
设 也 是 点 中 所 有 端点 的 用 四 包 ， 显 然 有 Dp 一 4, 如 果 AA\DD 非 
空 ， 及 Xo 所 及 \DD, 根据 $3 中 的 定理 8 的 推论 1, 存在 互 上 的 实 连 
绎 级 性 泛 钞 9g, 使 得 IX0) > Sup gO). 设 
B= {X10x) = sup 09)}, 
. | 


如 上 , 五 基 各 的 承 托 闲 流 形 、， 共 而 必 和 包含 和 的 一 个 端点 。 查 因 
2 所 六 ,所 以 ， Go) Sup 9(8), 所 以 是 利 了 不 相交 。 这 样 丰 在 DD 
以 外 人 还 有 端点 ， 这 和 了 呈 的 定 交 相 矛 盾 。 直 此 必须 4= 了 DD. 证 些 , 
定理 2 设 4 是 分 高 的 局 部 凸 空间 召 中 的 紧 集 , 卫 和 4 的 吓 闭 
包 Ecod4)]- 基 紧 的 , 赔 [cof4) 了 了 的 每 一 个 端点 属于 4。 
证 设 口 是 吾 中 心 的 均衡 凸 斤 环境 。 因 为 4 是 紧 的 ， 存 在 点 
中 有 限 个 点 xx …，* 知 。 人 能 得 ACTJ (xe+U)。 令 
_ 有 =A + DD, 
则 [cok4) 是 [LeotA0J 本 的 上 号 包 ， 因 此 对 于 每 一 个 y€ 
Fcof4)?] 可 玫 示 为 雪 = ts 其 中 
t.>0, i =1, ELTco(ADI Cx +U, 
如 果 3 是 [eofC4) 了 ~ 的 端点， 则 对 于 其 个 所 有 3#= 扩 ,所 以 
旷 二 芭 EXi 上 和 和 十 已 
由 了 于 了 如 荐 1 的 任 一 均衡 四 闭环 境 , 且 和 妇 是 闭 集 , 根据 第 一 章 和 2 中 
记述 , 即 知 YE 4。 证 毕 。 
例 1 设 二 是 赋 范 线 性 空间 , E’ 是 的 强 对 侦 , 邻 
入 = {EE 和 1}， 则 由 入 laoglu-Bourbaki 定理 ,， 妨 是 (CE*， 
ovLE’, E)) 中 的 紧 凸 子 集 , 根 据 定理 1 即 知 * B' 中 的 单位 球 各 必 有 


端 氮 。 
例 2 措 co 是 满足 lm x,=0 的 = CX1, X2 全 二 所 组 成 


下 | 第 二 章 ”局 部 凸 线性 拓扑 空间 
的 线性 空间 , 威 以 范 数 |x] =sSup ix， 为 一 个 Banach 空间。 考虑 


om 上 的 单位 球 Y= 作 j 川 *isf， 则 不 包 全 任何 端点 。 事 实 上 ， 
X= Xl1, yy 人 则 由 于 lim Xn 三 和 上, 取 某 个 to» 使 jz。| < 二 


取 适当 小 ， 则 把 x 中 的 各。 换 成 ,+ 及 %, 一 2 后 的 点 9 与 z 
仍 属于 VY, 但 是 xE Cy, ;说明 六 中 任意 一 点 都 不 是 端点 。 根 据 
例 1, co 空间 不 能 是 性 一 赋 范 线性 空间 的 共 辊 空间 。 

例 8 Cr[0, 1] 是 [0, 1] 土 的 实 或 复 值 连续 函数 全 体 ， 赋 凡 范 

小 屏 ( 间 上 = iax jx 上 后 所 成 的 Banach 空间 。 其 闭 单位 球 的 
端 扣 全体 是 集合 {x| 1xcD 1=1}， 

最 后 应 该 指出 , 由 于 端点 的 定义 ,总 可 假定 E 是 实 的 ,KpeiiH- 
MaHmbMai 定理 和 以 后 发 展 起 来 的 端点 的 积分 表现 理论 ,是 局 部 员 
线性 折 扑 空间 理论 中 的 重要 定理 之 一 。 

习 题 二 

1. 试 证 肖 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 世 的 完备 化 空间 玉 中 是 局 部 凸 的 ， 

2. 设 5= {nTerjCh ss, 诚 证 明 呈 是 完全 有 芥 集 ， 但 闻 的 凸 包 甚至 不 
是 有 界 集 。 

3。 举例 说 明 , 对 非 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ,有 限 维 子 空间 可 以 没有 拓扑 补 
半空 间 . 


4。 证 明 局 部 由 空间 的 商 空间 是 局 部 目的 。 
5. 证 明 最 强 局 部 凸 哲 扯 悬 分离 的 。 


6。 设 在 线性 室 间 EE 上 峰 以 最 强 启 部 凸 拓 扑 。 试 证 明 上 的 所 有 拉 范 数 
是 过 续 的 ; 从 二 到 局 部 凹 空 间 的 每 个 线性 哎 照 是 连续 的 ;特别 有 E'= EE* 从 . 
而 每 个 有 局 集 是 有 限 维 空间 ， 

了 。， 斌 证 明 无 晨 维 线性 空间 声 上 赋 以 景 强 局 部 凸 拓扑 他 不 能 被 距离 化 
《 根 招 上 题 此 第 一 章 习 题 31) 。 

省 ， 试 证 明 无 限 纵 线 性 空间 如 上 赋 以 最 强 局 部 凸 后 扑 是 第 一 纲 的 《 因 为 
二 中 每 个 真子 空间 是 包含 它 的 裤 太 于 空间 的 净 , 由 第 6 题 知 ， 每 个 极 大 子 空 
问 是 闭 玖 ;所 以 呈 中 每 个 子 空间 是 闭 的 ， 用 Hamel 基 把 瑟 表 为 局 百 。， 使 怎 
个 EE: 蚌 世 的 真子 空间 }，。 

y。 设 达 是 不 可 列 维 线性 空间 ， 试 证 明 乓 上 最 强 向 量 拓 着 不 是 局 部 目的 
《如 第 一 章 习 题 34 中介 1| pz 过 二 示 能 包 侣 四 吸收 侍 ) 


。 = 


于 后 二 1 坊间 


10” 设 妃 是 局 部 具 空 间 * fj 是 三 由 收 郝 于 加 的 序列 试 证 明 
1 3 二 


六 上 一 
]4。 设 {TT GE sf} 是 线性 空间 9 一族 局 部 凸 阿 量 拓扑 试 证 明 
we 也 是 局 部 凸 订 量 哲 朴 . 
]2. 在 点 守 间 中 ， 会 PTY = sup pat) = iT, 问 由 所 范 数 族 


{prss 在 万 } 决 定 的 拍 扑 和 由 pt2? 决定 的 招 扑 是 光一 致 ? 
13， 对 EP, 令 py(5) = 1 了 Eynral + oj， 试 证 明 空间 上 由 拟 范 
煞 族 4 pyjy€ 个 } 决 定 的 拓扑 严格 界 于 上 弱 拓 扑 和 范 数 拓 扑 之 邮 . 
14， 试 证 明 co 空间 示 是 弱 序 列 完备 的 (eo 在 ( 略 ,ep ,1)) 中 是 序列 甫 
富 的 ) 。 
15. 试 证 明 赋 范 空间 中 的 范 数 是 多 拓扑 下 灶 连 续 的 ， 
16. 设 巨 是 可 分 的 赋 范 空间 ， 试 证 明 5' 中 的 单位 球 玉 "={F1FHA1} 
是 独 * 拓 扑 紧 的 距离 空间 ， 
并， 设 ( 五 ,多 ?是 局 部 西 空间 , 拓扑 由 氨 范 数 族 全 给 定 , 试 证 蛆 (E, 多 》 上 
拓 盾 可 由 一 个 拟 范 数 给 定 的 充 要 条 件 为 : 中 存 碎 由 珍 眼 个 连续 拟 范 数组 成 
的 子 基 ; (五 ，2) 可 距离 化 的 充 要 条 件 为 : 中 存在 可 数 子 基 ， 
18， 试 证 明 在 线性 拓扑 空 疝 EE 上， 存在 非 夫 连续 线性 消防 的 充 要 条 性 
为 ;已 包含 pedi 
“19. 试 证 明 工 r[0, 1100 之 BZTD 中 单位 球 的 凸 包 是 整个 工 ?[0, 11 ( 利 
用 Hahn=Bsanach 定理 ) 。 
”20, 线性 拓扑 空间 五 的 基 是 指 占 中 的 一 列 元 {en 几 使 得 对 签 个 了 EE 有 


唯一 的 表示 = anes。 如 果 {en} 是 一 组 基 ， 当 == s ae 办 ， 线 性 党 四 


Fr) = an 称 为 坐标 活 孙 。 如 果 而 EE REN, 法 们 条 enl 为 Sebhauder 
基 。 试 证 上 明 Ca 中 如 存在 基 ， 则 必 是 、 Schauder 基 。 


22: 试 证 明 空间 [0, 1 和 [9 1] (0<<p 二 1 是 他 分 的 Frechet 空 
则 , 但 不 存在 基 ( 根 据 第 20 题 以 及 共 上 不 存在 非 雪 连续 线性 污 衣 }。 

2 设 忆 是 实 或 复 的 线性 拓扑 空间 * 如 忆 上 有 基 ， 试 证 明志 的 势 之 所 。 因 
而 势 玉 于 并 的 线性 拓扑 空间 水 在 在 基 . 

24.# 设 志 是 线性 拓扑 空间 ， 4 是 瑟 中 非 空 占 开 集 ， S 是 已 中 的 线性 流 
形 ， 且 沪 门 好 = 态 ， 则 必 存 在 一 个 闭 越 平 而 厅 , 司 SCH, 并 且 HNA= 儿 
{5S ,Mazur 定理? 

25. 设 殖 是 线性 拓 补 室 间 ，4 是 世 中 询 瞳 开 和 集 ， 下 是 瑟 的 子 空间 ， 
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个 门 44= 当 , 求 证 存 在 五 上 的 和 连续 线性 评 国 六 诸 得 当 x€F 有 时 ,， f(x) = 站， 
忆 谎 当 XE A 时 f(2) > 用。 

26。 设 瑟 是 线性 拓扑 空间 ， 如 果 E'= 19j} , 斌 证 明 世 中 位 有 一 个 非 空 册 
开 集 ; 从 而 鼠 中 每 个 开 集 的 凸 包 是 整个 空间 的 。 

1.” 第 一 章 习 题 34 中 的 再 是 示 可 数 的 , 试 证 明 {x1pCx) 之 1} 不 能 包含 
唔 吸收 介 ， 所 以 万 上 不 存在 局 部 凸 应 量 拓 扑 , 使 得 比 几 plxy 导出 的 拓扑 要 
强 。 

23。 设 镍 是 线性 空间 皇上 的 局 都 凸 向 量 拓扑 集合 ， 试 证 明 产 E( 互 ， 
WD 的 充 要 末 件 为 ;存在 TT TE 人 DB 到 EE 县, TT) 


(f=], 2, 使 广 = 3 9,. 
设 呈 是 线 让 时 址 ， 瑟 是 世 的 一 个 子 室 间 。 记 五 = 五 !| 


fiz) = EP}, 洪 型 映 0. 五 -> 的 于 E/F 上 每 个 连续 线性 泛 国 
村 泛 国 上 = 39:8， 很 明显 , 宇 这 个 对 应 下 ， 区 

RT 代数 局 办 。 此: 外 ， 对: 荆 了 E€E', 把 它 洪 市 在 请 上 可 以 署 作 请 :中 元 庙 , 这 
就 定义 村 一 个 E' 到 玉 ! 的 线性 映照 全 ,ff-~ 广 。 空 间 Fi 是 线性 映照 的 要 地 
空间 ;由 TT 可 以 导出 一 全 EVER 到 FP' 中 的 一 一 线性 映照 俱 EFL ->F'， 
-一般 说 来 ， 信 的 像 可 以 不 是 满 的 。 试 证 明 当 瑟 是 局 部 西 空 间 时 , 宁 的 知 是 
满 和 的 ， EFI 典型 同 构 于 后"。 

30。 设 间 是 局 姜 此 空 间 匡 的 心 闭 子 集 ;8B 是 上 的 洁 集 ， 试 证 明 8B 亡 .4 的 
着 要 条 析 汶 :对 于 每 个 jEEB', 注 尼 BB)C 站 CD)， 

抽 ， 设 是 无 限 维 线性 空间 ，E* 是 卢 上 线性 泛 函 金 栖 ，FC B+， 试 证 
胆 ( 世 ,0(B, 玉 ) 不 能 是 一 个 册 苑 空间 ,但 是 有 可 能 被 距离 化 。 

31， 设 {BE, 天 ) 是 分 庙 的 有 了 蛙 玲 线 放 拓扑 宝 间 , 试 证 明 了 =o(F, EE'). 

32。 设 瑟 是 无 限 维 峰 范 空间 , 试 证 月 玉 上 的 弱 拓 并 严格 泥 于 范 数 丘 扑 . 

33。 设 凸 时 线性 空间 ， 下 是 EB* 和 的 于 空间 ， 则 语 土 的 of 下, EB) 拓 乓 其 
民 3 了 工 的 委 积 哲 扑 在 了 上 的 肖 制 。 

34， 证 所 是 于 aaach 宝 同 ， 试 证 明 在 ?7, ef 吉 )) 中 是 稠密 
的 , 七 是 序列 财 的 。 

35. 设 五 是 无 绍 维 隋 范 空间 ， .4 = {z11zj >1， 试 证 三- 寻 接 范 数 拓扑 是 
闭 的 , 但 是 扶 双 拓 扑 是 移 窗 的 。 

36.” 设 上 上 是 局 部 上 山 Frechet 空间 ,五 是 王 的 亲子 室 间 ， 8 五 -> 瑟 / 厅 为 
典 旬 号 照 , 试 证 明 五 /五 中 筷 个 紧 子 仙 是 三 中 晤 二 代 六 上 典 进 映照 下 的 等 ， 

31.” 并 1 和 Eas 2 是 一 能 局 部 凸 空 间 ， 避 六 如 于 定 光 条 积 空间 同志。 


下 题 二 1 有 1 


和 直 搂 和 虽 Es 之 局 的 目 然 对 恼 关系 :对 于 了 = (ro HE., f= 人 Bfo€ 
四 Ea ， 定义 对 . 


CT f= Te 了 > 
试 证 明 GI Zc)’ 作为 线性 空间 同 煌 于 而 B5 此 外 ,还 可 类 似 地 证 记 
(引号 sr 作为 线 件 空间 后 5 
， 人 衣 芯 是 局 名 和 门 室 间 ， 了 是 员 的 一 人 和 针 静 ， 则 匡 " 是 和 它 的 清点 的 

oCX', 让 ) 周 凸 包 ;特别 是 ， U7 中 必 沽 在 端点 ， 

39， 试 证 明 在 赋 范 室 间 的 共 斩 空 间 中 ,单刀 天 Ti 有 之 三 必 有 端点 。 

和。 试 证 明 空 间 ce 中 单位 球 趟 存在 端点 。 

41. 设 了 是 局 部 凸 空间 五 上 的 连续 线性 旗 男 。C 是 五 中 的 凸 紧 子 集 , 试 
证 明了 在心 上 的 极 去 信 必 可 在 端点 上 取 到 ，。 

42。 斌 证明 赋 范 空间 工 100, 1) 的 单 习 球 上 站 存 入 端点; 因而 L100, 1) 
不 是 任何 赋 范 空间 移 共 辊 空间 ， 

有 3。. 试 证 明了 是 冉 沦 室 间 上 上" 虽 , 1) 的 单 己 奸 上 的 端点 的 充 至 条 件 为 : 
f= 1, 


第 三 章 对 偶 性 


而 章 讨论 对 俑 空间 及 其 相应 的 问题 ， 是 局 部 凸 线 手 拍 扑 空间 
理论 的 中 心 内 容 。 在 研究 局 部 凸 空间 时 可 以 看 到 天 和 XX 有 一 些 
相对 萄 的 结果 ,例如 XX 关于 弱 拓 扑 oCX 小 今 的 一 些 结 果 ，X 上 关 

于 器 "拓扑 ok, 多) 必 有 相应 的 后 果 成 立 。 这 就 启发 我 们 在 研究 
局 部 凹 空 司 及 其 失 思 空 间 时 ,把 原来 的 空间 站 和 共 罗 空 间 X' 放 在 
相对 称 的 地 位 是 方便 的 。 虽 热 在 对 偶 空 间 的 叙述 中 采用 较为 一 般 
的 形式 ， 我 们 仍然 可 以 看 到 漆 纯 空间 在 对 人 属 空洞 理论 中 是 必 不 可 
少 的 。 记 以 对 但 性 理论 的 结论 一 般 来 说 是 为 了 研究 局 部 凸 空 间 的 。 


31 线性 空间 的 对 偶 和 相 容 托 扑 


定义 ”线性 空间 的 对 侦 ( 革 ,了 了》 是 指 有 两 个 线性 空间 区 和 Y 了 以 
及 由 疙 XY 到 复数 域 C 的 双 线 性 注销 , 记 作 尺 , 护 , 且 满 足下 述 分 
启 公 理 : a 
(1) 如 果 对 每 个 yEY, 《x, 维 =0, 则 x=0; 3 的 

C2》 如果 对 每 个 xXEX。 x, 2 =0, 则 区 = 0， 

并 称 有 种 了 沪 对 全 的 线性 空间 。 忆 后 简称 《< 芝 , 了 为 对 偶 空 间 《 严 
由 加 室 间 村 )。 

开明 半 是 分 离 有 的 局 部 辣 空 间 ，X' 是 其 其 独 空 间 ， 对 于 xEX， 
JEX', 按照 《x, 人 7 = fx) 定义 双 继 性 泛 函 ， 则 《了 X, XX》 构成 对 偶 空 
间 , 也 称 为 局 部 凸 空 闻 攻 的 自然 对 情 。 在 对 偶 理 沦 中 ， 如 不 指明 ， 
总 假定 局 部 凸 空间 满足 To 分 离 公理 ， 

设 科 是 线性 空间 , 上 的 线性 泛 函 全 体 记 为 X*, 如 果 YX* 
”是 Xr 的 线性 子 空间 ， 并且 在 久 圭 是 全 的 ( 即 如 果 xEXX, x 寺 90, 则 

ER 


§1 线 几 空间 的 对 遇 和 粕 容 拓 扑 1 与 各 


必 存 在 YET， 使 yx) 寺 0D。 对 于 x€ 义 , VEY 定义 双 线 性 泛 函 
x, Y) = CX), (C1) 
则 < 工 > 构 成 对 介 。 实 际 上 ,任何 对 偶 线 性 空间 必 , YY> 总 可 以 天 达 
为 如 上 的 形式 .因为 对 EY, 令 #y=《xy 引 ， 则 
ea 
江 国 ,YE XX*， 所 以 总 可 以 把 说 入 X*, 看 看 作为 它 的 线性 子 空 1 。 
设 {X,，Y》 是 对 假 空间 ,在 苹 上 用 皂 范 数 族 
{<x |), YE Y} C2) 
定义 一 个 局 部 西 启 量 拓扑， 称 为 上 关于 对 惕 X,Y) 的 弱 拓 站 ， 
记 为 5, 六 ;与 兹 对 称 地 ， 在 Y 了 上 出 拟 范 数 族 {<x, 纺 | ,XE X} 
导出 的 局 郭 西 拓扑 称 为 了 上 关于 对 朝 < 玉 , 了 的 弱 拓 扑 , 记 为 oCY， 
XY), 0 
一 设 X 是 局 部 串 空 间 ,《X,X 人 为 自然 对 偶 , 则 X 上 的 弱 拓 扑 即 是 
关于 对 侦 < 涉 , X > 的 弱 拓 扑 20(X, 7。 而 大 上 的 细 * 拓 扑 即 是 关 
于 对 人 恒基 ,六 > 的 弱 拓 扑 oCX’, 天)。 : : 
村 种 二 童 $ 中 的 相 类 催 , 令 P=IltC, yeE Y} ,其 中 忆 表 示 数 
直线 赋 尺 天 党 拓扑。 作 革 到 了 中 的 强手 上 肌 照 工 
Te (一 -> C3) 
概 据 对 俩 空间 的 和 分离 公理 ,了 是 一 一 吴 照 .容易 知道 5 开 ,G( YY)) 经 
且 照 工程 号 多 线性 子 衬 间 拓 扑 同 肥 ， 其 刁 (CC 有 YY7) 可 以 娃 作 
P 的 子 空间 了 (和 7?。 由 于 完备 空间 的 溢 积 空间 是 完备 的 , 碾 以 正明 
完备 的 分 离 的 局 部 凸 空间 。 天 中 的 集合 是 oCX, Y) 拓 盾 开 的 充 
要 条 忻 汶 存在 P 中 前 于 集 V, 使 得 品 =T CVY。 与 此 等 忻 地 ,六 中 
的 集合 4 是 5X, 了) 闭 的 充 要 条 人 忻 为 存 站 了 中 的 冰 集 旦 ， 售 得 委 
=T- BY。 同样 器 指出 的 是 ; 如 时 区 中 的 子 集 丰 是 5 区, 随 ) 闭 集 ， 
并 不 能 断 谊 TC(A4) 是 P 中 前 六 集 ， 但 本 以 知道 TCA)》 是 T(X) 中 的 
闭 集 ,其 中 TT(X) 赋 以 了 的 相对 拓扑 ， 
与 第 二 章 法 一 样 ,可 以 知道 (六 , oC( 关 , 了 站 中 有 界 集 与 完全 有 
界 集 是 一 致 的 。 
.过 上 有 网 弱 后 持 如 (站 ， Y)_ 般 不 能 被 距离 化 ,例如 设 关 是 不 同 列 
无 限 维 的 Hilbhert 空间 , 取 委 然 对 偶 ， 很 等 易 证 明 下 上 的 o( 半 , XX/) 
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拓扑 是 不 能 被 距离 化 的 。 关 于 红 拓 扑 ， 有 一 个 可 下 高 化 的 站 果 是 
很 有 用 的 。 如 果 旦 是 (X,， ol 下, YY)) 的 紧 子 集 ，4 是 了 中 的 子 集 并 
且 分 离 也 中 的 点 ， 即 如 果 x1,xs EE 天， 2 到 Xe 炒 李 在 J A, 使 人 1， 
万 寺 《xi 从 。 记 上 关于 和 妃 的 点 点 收 侣 拓扑 为 .二 ， 即 BB 中 定向 列 
和 控 .多 收 促 于 xE&€B 的 充 要 条 人 忻 为， 对 于 每 个 #8E A, x,, 3 一 
4xy 9。 则 o(X,， YD)|sg 二 .7 册 于 站 分 离 B8 中 的 点 , 所 以 .3 拓扑 
满足 T; 分 离 公理 , 男 外 ,出 假定 BB 是 cf, Y) 紧 的 , 旦 按 cfX YY) 
是 梭 汐 拓扑 空间 。 所 以 由 一 般 拓扑 空间 的 基本 性 质 可 知道 ， B 上 
的 括 扑 .8 和 of TY)15 是 一 样 的 。 如 果 上 4 是 可 数 的 , 则 .2 满足 
第 一 可 列 公理 ,所 以 集 召 上 的 隐 拓 扑 oCX, Y) 是 可 蛤 离 化 的 。 

定理 1 设 (X,Y) 是 对 偶 空 间 ,B 是 X 中 的 okX, Y) 紧 子 集 ， 
Y 中 子 集 态 分离 BB 中 的 点 , 则 BB 上 olX, 了 了) 拓 扑 以 及 B 上 关于 站 的 
点 点 收 敏 插 扑 { 可 记 作 ef(X， A)]#) 是 一 致 的 。 进一步 ， 如 果 妥 是 
可 BB: Y) 可 


推论 . 设 基 是 6 吓 距 元 空间 , 则 XX 是 of0X7 天) 拓扑 
产 列 可 分 的 ， 
证 设 {0 必 是 芝 中 属 Www 
= 局 Ur, 


其 中 避 9= Yex'| 对 于 xEU,， fCX)1<1}。 由 Alaoglu_Bourbak; 
定理 ,Cn =1,， 2，…) 是 CCX ，X) 招 扑 紧 的 。 由 于 和 是 可 和 分 的 。 存 
企 可 列 集 生 = {x 由 =1， 2 在世 由 是 稠密 的 , 很 明显 ,4 分 离 
XK! ier Us 中 的 点 。 再 根据 定理 1 可 知道 , Un = 

一 ) 关 于 0 (XX , 天) 是 可 距离 化 的 。 所 以 ,由 关于 cf X) 是 
dy 必定 是 序列 可 分 的 。 由 此 站 td 
毕 。 

设 民 ,是 对 手 空 间 , 对 于 3%E Y, 则 ER 《X，g》 是 X 上 的 
线性 泛 函 。 则 称 线性 泛 画 yx) 可 以 用 gE Y 表示 。 Y 指 集合 43， 
YEY}。 由 于 Yy 和 ## 间 的 对 应 是 一 一 的 ,为 方便 起 兄 , 常 把 4 看 作 
y 而 不 大 E 别 ， 
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定义 设 < 蕊 空间 X 上 的 局 部 凸 向 量 拓扑 工 
使 得 (X, TX》 =Y, 则 称 下 为 上 的 相 容 括 站 。 
一 为 X 上 的 相 容 拓扑、 


懂 《X%,，Y) 是 对 偶 空 间 , 在 上 到 弱 拓 扩 5CX， Y), 则 由 能 拓 扑 
的 定义 可 知道 ; 每 一 个 yEY 腹 作 XX 上 的 线性 泛 函 是 连续 的 。 下 曾 
的 定理 说 明了 (XX, ol， 了 )) 上 的 每 一 个 连续 线性 泛 函 都 可 以 用 其 
个 yEY 表示 ,也 就 是 说 , YY 是 (X，, oCX， Y)) 上 的 连续 线性 泛 函 全 
体 ,从 而 匀 上 的 弱 拓 扑 oCX, Y) 是 相 容 拓扑 、 

定理 2《〈 弱 连续 线性 证 画 的 表示 定理 ) 设 (X,Y， 是 对 个 空 
间 ， 则 X 上 的 线 竹 证 画 f(x) 关 于 弱 拓 扑 0 站 连续 的 充 要 条 件 
为 对 菜 一 个 YE YY, jx) = 《x, yy， 即 / 

(性 ， Of， YOY =Y, 

OC(X, 了 了) 是 关上 最 弱 的 相 容 拓 盾 。 

下 存 先 证 明 一 个 可 天 。 

引 理 1 设 壬 是 线性 空间 。X 上 前 线性 泛 卫 fotx}) 可 以 表示 为 
线性 还 评 访 , …， 轴 的 线 作 组合 的 充 要 条 件 为 


NGC 二 [NGCD。 9 
证 ”必要 人 性; 如 时 太 能 够 表示 为 站 = 工 2。…， 8 的 线性 组 
合 ; n= 之 Gifss 铀 当 Ee 门 NO,> 时 ， 性 有 fx}=0 (1=1, 本 


,所 以 f(x》=0, 由 此 NG) NCF ) 


充分 性 : 我们 对 用 归纳 法 证 明之 :不妨 设 f 关 0 (1 2 
H), 二 1 时， 如 时 Nfo} ONCF, ), 由 于 广 是 线性 沪 函 ， NC 是 
00-1 维 超 平面 , 取 x,EX, 使 户 Cxo) 闪 0。 国 为 对 每 个 xER 有 有 


刚 “~ mE NOD ENG), 
(XD 


_ jo(xo) 
所 以 0 ex), 


设 合 题 对 站 = 无 时 成 立 , 当 和 = 天 二 TI 时 ， 我 们 考虑 线性 空间 NCF,,1)， 


1B 从 党 二 查 对 但 性 


如 果 NC 和 二 门 NCO) 满足 ， 则 当 x E NG.1) 并 了 HE 站 NOC) 


时 ,xE NCf)。 由 归纳 法 假定 ,在 线性 子 空间 NO; 中， 
x} = f+ “+ Gyfy(x), xXENChr1). 


及 因为 及 一 > Qf 在 Nefir0D) 上 为 0， 由 n= 1 情形 的 讨论 可 知道 
( 加 一 | a (x) DID 


即 有 = 守 a,f,, 证 上 毕 ， 


定理 2 的 证 明 ， 了 为 居 上 的 弱 析 扑 o( 革 , Y》 是 由 氢 范 数 族 

{x 9 | YEY)} 决 定 的 。 设 fE (X, ol(X, YY》7， 风 存在 有 限 个 
纺 ，…， 久生 7 及 正 数 c1,…, cs, 使 得 

| 其 2 cl x, 人 ?| 十 -二 ee 《XXX 天 (5) 


人 CX) = CX, yt=1, 二 0 出 淄 xEf) NC HH ， 四 5o5) 
式 推 得 1(x)》 =0, 由 引 理工 即 知 


二 


fx) = > aX ey =《x， 到 ay, ). 


所 以 fy 由 此 (YCCY, 了 由 YY 了 CCX, olX, Y)yY! 名 
得 ( 关 , (XY) 二 了 了 。O(X,Y 了 ) 是 攻 上 的 相 容 拓扑 。 由 于 对 证 
*X 上 的 任何 相 和 容 拓 扑 , 对 每 个 YEY, x, 息 必 须 是 关上 的 连续 线性 
泛 函 。 由 载 拓扑 的 定义 即 知 CC Y)》 是 X 上 最 弱 前 丰 容 拓扑 。 证 
毕 。 

由 定理 2 知道 ,对 侦 的 线性 空间 上 必 存 在 最 弱 的 相 容 拓扑 ,但 
是 查 往 在 最 号 的 相符 折 扑 ? 回答 是 肯定 的 。 下 面 将 给 出 存在 性 的 
证 上 明 。 在 四 里 将 给 出 具体 构造 。 

设 荆 是 线性 空间 ， 鱼 是 天 上 的 一 族 向 量 拓 扑 , 则 于 上 存在 只 
一 前 回 量 拓 扯 , 称 为 当中 (或 sup 四) ,使 得 区 中 任 一 定向 点 列 x, 接 


拓扑 VB 收 襄 于 aq, 即 加 a 的 完 束 条件 是 对 于 每 一 个 TE 多， 
OC 


1 
六 一 人 df 
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首先 证 阴风 个 引 理 ， 
31 远 2 设 p(x), q(x) 是 线性 空间 苹 上 的 所 范 数 ， 如 果 了 是 

交工 的 线性 泛 函 ,有 即 JfE XX*, 满足 
Jfx) | PCX) + GX) , XEX, 
出 必 有 往 打 TXT CD) EX*, 使 得 xX) = gCX) T+ h(xX) ,xEX, 并 且 
(ge) | pxX), [ROX) | q(x), XEX. 
证 令 民 =XXxX 是 和 和 天 的 屁 积 线性 空间 , 作 
并 2 一 下 (二 人 《2 
刚 元 x， 急症 忆 上 的 捞 范 数 , 在 Z1= {(x, x), xc 上 定 民 线性 泛 
册 4 二 (CX) 则 由 假设 ,站 ZZ 的 子 空间 Zi 上, 有 
[Hex xX) | sr, XA, CX XE D1, 
按 Hahn-Banach 定理 。 把 如 延 拓 为 Z 上 的 诚 性 汉 通 , 仍 记 为 坟 ， 
使 z 
[cx, DD | ertx, 的 ，(x WDEZ. 
由 线性 XxX)= 到 XX) = 0 0, Xx), [ux, O04 =rix, 09 = 
px RR TO | r(xX) 二 90X) .所 岂 ， 如 果 令 gx) = Cx, 0)， 
hex) = Ht0, xD)， 即 满 足 引 理 的 要 求证 毕 。 
引 理 3 设 中 是 线性 空间 瑟 上 的 一 族 局 部 凸 间 量 拓扑 ， 吊 
JE (XK, VY) ”的 充 要 条 件 为 存在 Ti，…，TaE 呈 9， 9.EX”， 
其 中 EX, TO Ci=1, 2 下 证 得 


f(x) = > gx) XEX, 
证 明 充分 性 由 于 TC = 上 ， 二 Us n》 即 得 ， 


必要 性 ， 设 X 上 的 局 部 钙 向 量 拓扑 TE 人 B 由 拟 范 数 族 Pr 给 
定 , 则 V@=V {gpr, TE 中} 由 拟 范 数 族 多 =1) pr 给 出。 如果 


je CX, VY 中 )', 央 由 第 二 童 §1 可 知道 ， 几 存 在 pis "yD < 和 和善 
数 邮 ， 人 局 得 

FTE > PrtX%), XEX, 
则 铺 论 由 引 理 2 推 得 ， : 


T 直 各 第 三 章 对 避 性 
定理 3 设 :天 ,YY 是 对 惕 空间 令 T(X，Y}= Www IT TI 号 
世上 的 相 容 拓扑 }, 则 TC(K, YY 是 邢 寺 的 量 强 相 容 拓扑 。 
证 设 JE(X ,TX, YY 了))'，。 则 由 引 理 3， 存在 相 容 丘 盾 |， 


Tz, …， Ta， 使 得 ECX, To 并 且 1= 完 有， 由 于 T, 是 X 上 的 
相 和 穿 拓扑, (下 ,TO = 了 ,所 以 对 蘑 于 EY CX) = 《X47 所 以 
1 = HO x, gx, DE ). 


从 而 f= > yyEY, 基 5(X, Y) 是 相 容 拓 扑 , 而 由 fCX, 了) 的 定义 
知道 ; 它 是 和 上 的 相 容 拓扑 中 最 强 的 。 证 毕 。 

通常 称 f(X,，Y 了 ) 为 苹 上 ( 关 王 对 全 < 芝 ,， 了 ) 的 Mackey 托 扑 (或 
称 为 上 关于 对 侦 <X, 了 了) 的 相对 强 托 相 ). 

我 们 已 经 讨论 了 又 下 现 各 容 拓 古 ; 对 称 地 ,只 要 交换 XX 和 YY 的 

位 置 ,同样 可 以 讨论 了 上 的 相 容 拓扑， 

当 买 是 莽 范 空间 的 捕 形 ， 考 虑 外 然 对 偶 (X, X/》, 则 上 的 范 
数 拓扑 和 弹 拓 扩 9XX，X 人 都 是 甘于 对 俩 琴 各 容 拓扑 。 如 果 X 不 是 
自 反 的 Banach 宅 间 ,由 于 XX* 寺 了 外 记忆 XA 上 的 范 数 拓扑 8CX' 大) 
关于 对 俑 <X, X'» 不 是 相 容 拓扑 。 i 

TM 

对 偶 不 变性 

设 《和 ,YY> 是 对 侦 室 间 ， A Ei It 利 
Ta (XT = CX, Ta =Y, 如 果 某 命题 对 某 个 相 容 拓扑 nn 成 立 ， 
出 必 对 任何 其 它 相 容 拓扑 Ts 也 成 立 。 也 就 是 说 ;命题 仇人 
有 关 ， 而 和 XX 上 相 容 搞 古 玖 还 取 苑 闫 ， 则 称 这 个 命题 是 对 偶 不 赤 
的 .下 面 的 两 个 具有 对 侦 不 变性 前 命题 可 以 由 Hahn-Banach 定理 
和 第 二 章 $4 中 的 Mackey 定理 推 得 ， 

定理 4 设 (X, 了) 是 对 偶 空 间 ， 则 对 于 及 上 的 任 一 相 容 拓扑 
T, (名 , 了) 中 的 有 界 集 是 一 样 的 , 即 集 的 有 界 性 是 对 偶 不 变 的 。 


特别 是 ， 如 果 线 性 空间 世上 有 两 个 局 部 凸 向 量 拓 丰 Ti 和 
Ta XT =《 必 ?7 ， 则 基 中 关于 Ti 和 Ts 的 有 界 集 是 一 敦 


3 板 (poiars ) ] 与 所 


的 。 


证 因为 是 相 容 拓扑 ， 所 以 { 关 , T= 站， 则 由 Mackey 定 
理 ， 基 中 关于 工 斤 拉 有 界 集 和 (有 ,了 有 界 集 起 一 致 的 。 广 平 。 

汉 羡 分析 中 的 素 知 命题 :“ 周 范 空间 中 的 弱 有 卉 祭 十 汇 数 有 洛 
的 ?, 可 以 作为 定理 4 的 特例 , 但 是 它 和 命题 : “ 设 科 是 Banach 空 
间 , 如 六 中 的 oCX’, 区 ) 拓 扑 有 界 集 必 是 范 数 有 界 的 ?"， 是 有 区 别 
的 。 实 际 上 ,如 考虑 自然 对 ; 及》，、 当 苹 不 是 自 反 空间 时 , X 
土 的 范 数 拓扑 并 不 是 相 容 拓 扑 。 在 第 二 个 命题 中 ， 当 要 求 外 是 
的 范 数 拓扑 的 有 漠 性 ，。 

这 里 还 要 指出 ， 定 理 4 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 。 关 于 对 偶 空 间 
<,，Y》, 沟 上 的 非 相 容 拓 扑 和 六 上 的 相 容 拓扑 可 以 有 相同 的 有 党 
集 。 上 面 已 经 指出 了 这 样 的 例子 。 

定理 5 设 <X, YY 是 对 仿 空 间 , 4 是 区 中 任 一 子 集 , 则 入 关于 
audio < > ay X 中 关于 尾 一 相 容 


证 设 了 是 上 的 任 ~- 相 容 拓 扑 ， ee Try-Y。 令 C 是 集 人 各 
关于 拓扑 工 的 闭 凸 包 , 由 Hahn-Banach 定 限 的 推论 可 知道 , 它 必 
定 关 于 撕 扑 of 和, XY》 = 9(X, 六 是 闭 的 , 即 太 的 给 困 凹 包 利 关于 拓 
打工 的 闭 凸 包 是 一 歼 的 。 但 是 okX， Y7 仅 和 对 个 < YY? 有关， 从 
而 站 关于 基 上 伍 一 相 容 拓扑 的 闭 占 多 是 相 问 的。 其余 的 结论 也 一 
样 可 证 明 。 证 事 。 

在 马 部 凸 空间 (XX, T) 中 ， 我 们 称 每 一 个 团 均 衡 吸 收 册 集 为 
桶 。 所 以 由 定理 5 可 以 知道 ,如 果 人 X,Y 是 对 倡 空间 , 则 X 蔷 关于 任 

一 相 容 后 扩 有 相同 的 捅 ， | 


8S2 极 ‘polars) 


在 泛 函 分 析 中 我 们 已 经 知道 ,如 果 XX 是 赋 范 空间 , 则 XX 中 的 弱 
术 扑 OCX XX 可 以 如 下 描述 ; 令 灾 是 天 中 所 有 出 有 限 个 元 组 成 


1 上 dD 池 二 刘 对 偶 考 
的 乐 合 , 对 FE 灾 , 令 
Fe = {x EXI|AX) | 1, 对 每 一 个 fEP}， 
则 {FYIFE 多 ?是 与 中 红 拓 扑 oC(X, 在 0 点 的 局 部 基 。Pa 称 为 了 
的 报 。 在 对 侦 空 间 (X, Y> 中 可 以 定义 相 类 似 的 概念 。 由 于 对 极 集 
可 以 进行 运算 ， 这 给 对 个 空间 理论 的 研究 带 来 很 大 的 方便 。 摄 的 
运 竺 是 线性 拓扑 空间 理论 中 十 分 有 几 抱 工具 之 一 。 
定 尺 ， 设 5 和 ,TY 是 对 但 空间 ,和 是 和 的 子 集 , 则 称 
= 人 El 的 | <<1, 对 每 个 xE 有 4 (1) 
为 入 的 极 , 记 作 各 ， 间 样 ,对 于 了 的 子 贺 了 可 以 如 下 定义 极 
EX x, 2 | 二 1 对 每 个 YEB} (2) 
有 时 为 了 明确 起 见 ,把 4 记 作 [4 了 ,其 中 右 下 角 的 了 表示 好 
所 在 的 线性 空间 。 例如 设 壬 是 线性 赋 范 空间 ， 千 和 XX* 分 别 表示 
XX 的 一 次 兴 固 空间 和 二 次 共 泥 空间 . 则 存在 两 个 自然 对 侦 <X, XX > 
和 <X' ,这 #》 ,如 洒 BCX', 咽 如 关于 对 侦 信 ,1 i 


极 ， 记 作 [BIXr= {PEX”||<f, Pp? | 志 1, 对 每 个 了 eB). 
时节 十 用 <x; 多 的 实 部 来 定 文 极 , 万 区 网 各 页 ,这 记 作 Ar， 
4r= {yEY|Recx, DEl, 时 xE A}, C3) 
容易 知道 ,如 果 态 是 均衡 集 , 即 当 | 入 | 所 1 时 , 4CA4, 则 A0 = 4r， 
对 于 Ar 有 基本 相似 的 理论 .十 面 仅 对 29 进行 讨论 。 了解 了 如 运 
算 的 性 质 以 后 ,读者 如 果 在 文献 中 通 到 4* 时 也 不 会 感到 有 什么 困 
难 了 。 
讽 1 设 共 是 赋 范 空间 , 上 'j 是 其 上 落 数 . 玉 / 是 及 的 共 示 空间 ， 
作弄 自然 对 侦 <X, X'>。 和 如 果 A = {xEX]xi 志 1 出 
: 外 = YEX | Cx, | 对 XE A = (yeEX | ly <1), 
所 以 A 即 是 关中 的 单位 球 ， 
例 2 设 F 是 X’' 的 烧 性 子 空间 , 则 关于 对 侦 ( 玉 , X'), 有 
了 = {xEXIx, f=0 对 1EF}.> FF 
事实 上 ,如 果 xEE, 刚 对 每 个 yEF, |<x, 引 | 志 1, 因 百 是 急性 空 
同 ; 对 和 任 一 实 散 和 入, MVE, 故 也 育 |x, M9》 | 1， 人 1 x, | 二 
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因为 * 是 任意 实数 ， 所 以 <x, 9)=0, 也 即 弄 是 所 的 公共 零 空 
间 ， 
“对 于 航运 算 有 一 些 简单 的 性 质 ， 
(D 40= fix, Pie = x, 
一 > EA 


其 中 x”= {x}* 指 单 点 集 {x} 的 极 . 

由 于 tx 屋 均 奖 曲 集 , 所 忆 吉 是 均衡 是 集 ,. 设 <X,Y 了 是 对 侦 空 
间 ，4CX, 在 Y 上 全 取 一 个 相 容 近 扑 了 ， 则 对 每 个 xEX, X19) = 
《x， 9 是 了 上 的 连续 函数 ， 记 以 x79= 位 | Kx， 纺 ] 二 二 是 了 中 的 
闭 集 ， 所 以 代 对 于 Y 上 的 任 一 相 容 折 扑 是 闭 集 。 特 别 是 ,关中 任 
一 集 4 的 极 4 是 均衡 出 障 闭 集 。 、 一 | 

“dD 如 果 4 页 出 mm 忆 碟 ， 特 别 是 ， 如 果 gyE A4， 则 Ac 

(9. 料 略 地 说 , 较 小 的 和 集 对 应 较 大 的 极 , 这 可 以 由 定义 直接 知道 ， 
但 是 要 注意 的 是 ， 训 时 如 = 9, 一般 不 能 推 得 4= 吾 的 结论 ， 我 
们 不 难 根 据 下 述 人 性 质 CYID) 来 构造 这 样 的 例子 。 

CHD 设 a 是 不 等 于 0 的 数 , 那 末 ，(o4)9= -5 A 


CD 4cCA%P， 其 中 4%= (49)9=[[& 拆 入。 并 且 有 ”= 
i Mi 


A 
”证 4c 4m 可 由 定义 直接 知道 由 (1D, 推 得 如 二 (4 - 
A09， 男 外 由 4 如 CC(40)00 A000 得 到 Aooa- An 

CD 设 4= Ut 和 ED, 则 A= 站 4 AE A}, 

下 请 的 性 质 和 相 容 拓 拓 有关。 

(YD 设 <X, TY 是 对 偶 空 间 ，T 是 买 上 的 相 容 拓扑 , 财 工 中 的 
子 集 昌 关于 (于, 二) 是 等 度 连 续 的 充 疾 条 件 六 [8DIx 是 (.T)7 中 履 
让 环境 。 

证 讼 了 工 中 的 子 集 电 关 于 其中 相 和 容 折 扑 了 工 等 麻 连 续 。 刚 此 存 
在 (区, TT 中 0 和 时 环境 VY, 使 得 

xEV,feB= |x, 1) | 所 1, 
从 而 VC {xEXIlCx, DI 1, 对 JEB}= CB. 
反之 , 邵 业 忆 是 (XX, 了 T 中 0 的 环境 ,因为 当 fEB 及 xEB* 时 
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jxx, 力 | st 所 以 了 在 0 点 等 度 连 续 , 从 而 等 诬 连 续 。 

《YI 设 * 天 ,> 是 对 偶 空 间 ,4 是 式 中 的 子 集 , 人 是 与 上 提 性 
一 相 容 招 扑 , 记 妇 的 均衡 出 CA = Co 


证 因为 C 二 A， 由 CD 如 一 如， 所 以 只 槛 证 明 如 cc? 即 
可 , 设 YE 妇 , 则 由 各 信和 CD 知道 4C4Mc {fg} 由 于 {四 ?是 
世 中 的 均衡 西 闭 集 , 所 以 CE 雪 { 执 交 由 此 YE # CC ， 即 得 ACO. 
证 毕 。 

对 于 对 偶 空 间 < 区 ,YY》,， ACCEKX, 容易 知道 站 = 人 0) 的 充 要 条 人 忻 
是 加 = 了 .但 是 及 = 臣 和 灌 = {0) 是 不 等 价 的 。 事实 上 , 根据 
《YTD)， 灵 取 冯 为 闫 的 稠密 真子 集 ， 则 4 = 10}, 但 是 太志 天. 

定理 克 双 要 定理 Bipolar》 设 <X, YY 是 对 所 空间 , 工 是 其 上 
的 企 一 相 容 拓扑 ， 上 是 其 的 子 集 。 型 和 4 的 两 次 极 于 如 的 并 
衡 上 器 闭 包 。 特 别 是 ,如 取 工 为 弱 拓 扑 oCX 了 则 Am 是 把 的 均衡 
由 CC 全， 4 oCX,，Y} 亲 和 包 . Ee / i 

证 ”由 本 章 中 可 知道， 对 于 XX 中 的 集 和 的 均衡 晤 闭 包 具有 对 
个 不 变性 ， 即 疝 和 上 的 相 容 招手 了 工 的 选取 无 关 。 设 4 的 均衡 是 阔 
包 为 C, 则 由 性 质 ( 了 可 艺 道 ，CC400。 下 而 证 明 相 反方 向 的 包 合 
关系 。 设 内 EC,， 则 由 第 二 章 83 中 的 定理 5, 必 存 在 (X, T) 上 和 的 
连 煞 线性 话 函 jf, 使 


fm) 1>1, 而 sup|l fx) 1<1。 (4) 


因为 了 是 相 容 拓扑 ， 所 忆 必 对 茶 个 YEY, 使 x) = 《xy 多。 则 由 
《他 即 可 知 ，7E 人 二 如。 而 由 | Ko 将 1 可 知 XE AW， 所 以 AW 
一 帮 。 证 毕 。 
推论 设 * 区 ,YY 是 对 偶 空 间 ,T 是 基 上 的 相 容 拓扑 ,如果 总 
是 (XX, 了) 中 的 均衡 凸 闭 集 ， 则 人 失态 必定 是 了 中 某 个 集 B 前 机 。 助 
存在 BCCY, 使 得 4= [BA 。 
证 由 于 定理 1, 和 = 和 = [CFA4 ,只 阳 令 号 =[L4 的 即 可 。 
推论 2 如 采 和 总 是 外 的 线性 子 空间 , 则 A=A#A-。 下 一 
推论 3 设 <X,Y>》 是 对 偶 空 间 ，{14,, aE .2 是 芝 中 的 一 族 


和 总 polas)} 1 必 辣 


均衡 十 5o(X, Y) 闭 集 , 而 有 A= 站 {hoy 0E 4 则 如 等 于 Ut{A， 
EE 的 均衡 凸 oY,X 羡 ) 闭 包 ， 

证 令 导 为 U {4, wxE .2 均衡 西 9CY, 天) 闭 包 ， 则 由 CYII》 
可 知 \ 
M 一 (4e) = 站 4W= 站 =。 
所 以 0 = MM = M， 证 上 毕 ， 

下 面 关 于 稠密 线性 子 空间 的 定理 是 很 有 用 的 。 

定理 2 设 tX, Y? 是 对 偶 空 间 ,4 是 了 中 的 子 集 , 则 和 的 线性 
包 在 了 上 关于 弱 拓 扑 cCY,2) 竺 密 的 充 要 条 件 为 入 在 世上 是 全 的 ， 
即 对 区 中 每 个 x 二 0, 必 存 在 JE 4, 使 (xy 办 s0。。 -一 

证 设 C 是 集 4 在 了 中 张 成 的 线性 子 空间 ;根据 定理 ! 的 扒 

论 2, GW= 亿 , 其 中 居 是 所 关于 c(Y, XX) 拓 扑 的 闭 包 . 如 果品 在 Y 
中 关于 弱 括 扑 ec(Y, 民 ) 稀 密 , 刚 Go = 芝 , 所 以 Ga = YI。 根据 性 
质 (IY7，Go = Y， 而 由 对 侦 空 间 满 足 分 离 性 的 假定 ,Y= {0}。 所 
以 G?= {0}, 即 忆 在 和 上 是 全 的 ,说 这 等 价 于 在 在 立 上 是 全 的 。 反 
过 米 也 可 一 样 证 明 , 只 要 把 上 述 推理 倒 过 来 即 可 .证 圭 ， 

在 对 偶 空 间 《 怀 , Y} 的 讨论 中 ， 芭 中 的 关于 弱 拓 扑 okX, 了 ) 的 
有 界 集 有 时 简单 地 称 为 有 界 集 .由 于 集 的 有 界 性 县 有 对 偶 不 变性 ， 
对 于 某 相 容 拓扑 的 有 界 集 简称 为 有 界 集 是 方便 的 。 下 述 关 于 有 界 
集 的 极 的 定理 ,对 于 以 后 的 二 缀 了 驱 但 拓 乓 的 语 论 是 有 用 的 。 

定理 3 设 <X, YY) 是 对 侦 空 间 , 则 有 下 述 结 论 。 

(a) 六 中 的 子 集 妇 是 olX, Y) 有 界 的 充 要 条 件 为 : 4 = [A 
在 0 成 最 收 ; 

cb) 设 和 A 是 了 中 的 子 集 , 则 A 是 olY,X 关 ) 有 界 的 充 要 条 忻 为 ， 
丰 的 均衡 凸 oCX, 了 了) 闭 包 2% 在 0 点 吸收 ， 

证 Ca) 设 和 4 是 有 界 集 , 4*=[A 污 ,对 于 任 一 YEY, 由 于 4 
是 有 界 集 , 必 存 在 某 常 数 对 ,使 得 

XEAD [x, y) | MM, 


所 以 章 € Ap。 现在 取 0= 计 : 则 当 |t|<0 时 , 出 于 4n 是 均衡 的 ， 
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坷 E49, 即 如 是 了 中 的 吸收 集 。 反之， 如 果 4 是 吸收 的 ， 对 每 
一 个 yeEY, 存在 M> 0, 使 得 YE MA?, 即 当 xE A 时 ， 


_ g、 1 


这 宕 姑息 是 芒 中 的 有 和 界 集 . 

(bp) 考虑 到 4 = C008， 对 让 ,，(Y,0CY,XX)) 应 用 (9) 即 可 、 

这 里 我 们 给 桶 式 空间 一 个 等 价 的 定 闵 。 线 性 拓扑 空间 中 每 个 
均衡 凸 闭 吸收 集 称 为 一 个 杨 ， 

引 理 1 ”局 部 凸 线性 拓扑 空间 是 桶 式 空间 的 充 权 条 件 为 每 个 
桶 是 0 的 环境 ， 

证 设 式 是 局 部 凸 空间 ,我们 只 要 洋 意 以 下 事实 ， 

(1》 革 上 的 氢 范 数 PKxc) 是 干 半 连 续 的 序 责 条 忻 为 ， 相 应 的 单 
位 球 Ye = {x|pC) 三 1} 是 闭 集 ， 

事实 上 上， 如 果 pP CX) 下 半 连 续 ，x, EVo 旦 xxnE。 由 于 
px 在 2o 后 下 半 连 续 , 对 任 一 >0, 和 全 在 2%0 的 环境 Vo, 使 

各 和 = 一 

由 于 xe 的 任何 环境 均 包 合 {%,} 中 的 点 , 故 pfxo) -2 所 1, 令 -0， 
即 知 DPD) 和 1 x0E Vy, Vp 是 闭 集 。 上 反之 ， 加 有 果 Y; 是 闭 集 ， 对 任 
一 x0EX,U= {x|pP(Cx) P(X0) -2} 是 包含 0 的 开 集 , 妈 知 p Cx} 在 
20 版 下 学 连续 。 

(2) 拟 范 数 p(X} 连续 的 充 要 条 件 为 ， Vy= {x|pCcs1 是 1 
的 环境 ; 

《3) 了 是 忒 中 一 个 捅 的 充 要 条 件 为 : 存在 一 个 下 半 连 续 的 所 
范 数 pkx)y， 使 工 = {xjpGOO 寺 1}， 

由 (1) 、(2)、(3) 即 知 引 理 的 结论 。 证 举 . 

定理 4 设 区 是 桶 式 空 间 , 即 X* 中 的 子 集 B 是 等 度 连 续 的 充 
要 条 件 为 吾 是 56CX  , X) 有 界 的 。 

证 考 虚 各 然 对 个 《〈X, >， 首先 证 明 对 于 性 一 局 部 凸 空间 
四 ,BCR!' 是 等 度 连 续 的 充 要 条 性 为 下 =[B]z 是 其 中 心 的 环境 。 
事实 上 ,如 果 现 是 0 的 环境 ， 刚 芋 xE BI 和 时， 对 每 个 JfEB, 必 有 
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jx, 人 疗 ] 夸 1, 所 以 各 是 等 度 连续 的 。 反 之 ,如 B 尝 等 度 连续 的 , 则 
必 存 在 连续 氢 范 数 p(X), 记 Vo= {Xp(X) 志 1}, 当 xEVs 时 ,对 每 


个 feEB, |<x, 让 |<<1, 所 以 VocE9, B* 是 0 的 环境 。 同时， 根据 


定理 3 的 (0)，B 是 olX’, 关 ) 有 界 的 充 要 条 人 性 为 B 在 0 后 吸收 ， 


| 


即 B? 是 式 中 的 桶 ， 由 假定 ,X 是 权 式 空间 ，B 是 oCX’, X) 有 界 的 ， 


充 要 条 件 为 下 是 0 的 环境 。 综 合 上 述 , 即 得 证 明 。 
注 对 于 极 4 ， 双 极 定理 有 如 下 类 做 形式 : 设 * 生 , > 是 对 侦 
空间 ,在 是 多 中 的 于 集 , 则 4" 是 4AU10} 的 oC(X, YY) 闭 凸 包 。 


在 此 还 基 以 弱 拓 扑 作 为 例子 。 设 上 ,了 > 是 对 侦 空 间 , 多 是 工 
中 所 有 有 限 子 集 全 体 ， 则 蕊 上 的 弱 拓 扑 可 以 由 氢 范 数 族 {prCx)|F 
EF} 给 定 。 其 中 ,对 于 每 个 FE 家， 令 

了 PK 区 > = yy 1), 


这 样 , 天上 的 弱 拓 扑 oC 这, 7) 可 以 故 作 在 .和 中 集 上 的 一 致 收 敏 丘 
扑 。 
相应 于 扳 范 数 pr6x)y 的 单位 妹 , 有 有 
‘ix, PrAX}El} = tx |sup|<x, | 所 1 = 


所 以 户 是 及 中 9 的 ol 六 ) 拓 扑 环 境 ， 容 易 知 道 4F'IFEF} 是 
和 中 心虚 的 of 了 Y 了 ) 拓 扑 环 境 基 ， 
更 一 般 地 ， 如 果 在 Y 上 给 定 适当 的 子 集 类 vy, 在 X 上 可 以 引 
入 上 一 臻 四 旬 拓 和 扑 。 对 于 每 个 AE .2 , 令 
PLX = sup | x, YY |, C1} 


为 了 使 得 了 = {xipa(x) <<1} = 49 是 上 某 向 量 拓扑 0 的 环境 ,4 
必须 是 吸收 的 ， 根 据 82 中 的 定理 3， 其 充 要 条 件 为 :4A 必须 是 有 
界 的 ( 即 oC(Y, X2 有 界 集 ), 所 以 .oz 必须 由 有 界 集 组 成 

定义 ” 设 人 X, YY 是 对 偶 空 间 ,eg 是 Y 中 由 oCY, 刁 ) 有 界 集 组 


成 的 集 族 。 则 在 线性 空 章 天 上 , 由 报 范 数 族 《Ba4Cxy， 及 E20} 定义 
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一 个 局 部 凸 向 量 拓 瓜 , 称 为 在 .AL 上 一致 收效 拓 圭 。 记 为 v。 
对 于 集 族 鸣 ， 如 果 其 伯 集 [入 在 XF 是 全 的 ， 则 称 .x 在 


RE 


在 上 是 全 的 ,或 简称 全 的 。 

”CD X 上 的 局 部 站 饭 厦 Tx 是 分 离 的 充 要 条 件 为 .of 是 全 的 。 
证 因为 X 上 的 Tx 拓扑 由 拟 范 数 族 {px(x), 4E YY} 决定 ， 

所 Tw 是 分 离 的 充 要 条 件 为 对 任 一 xE, x 三 0。 能 找到 森 个 


4E .使 得 Pax) = sup| <x, 久 | 二 0， 即 至 少 有 一 点 级 E. 邓 ,使 
得 《x*, go? 寺 0， 即 知 4 在 关上 是 爹 的 。 证 半 。 


由 $2 中 的 定理 2 可 得 下 述 等 价 形式 ， 
CD” 多 上 的 拓扑 Tx 是 分 离 的 充 要 条 件 为 :经 中 的 子 集 全 体 
张 成 的 线性 子 空间 在 了 中 按 c(Y, X)7 折 扑 稠密 。 

”根据 前 面 已 经 看 到 的 ， 邦 果 取 -了 ? 广 了 市 所 有 的 有 限 子 集 全 
体 , Tx = oCX, Y)， 对 于 每 个 对 偶 空间 X,Y， 在 了 上 存在 最 大 
的 有 界 集 族 , 即 .sg 是 了 中 oCY, 汪 ) 有 界 集 全 体 。 而 相应 的 一 致 收 
化 拓扑 Tv 称 为 和 上 的 强 拓 扑 ， 记 作 BCX, Y)， 它 是 下 上 (相应 于 
,了 Y》) 的 最 强 一 致 收 全 拓扑。 

如 果 世 是 局 部 凸 空间 。 考 虑 自然 对 侦 《X, X/》, 通常 称 8CX7， 
天} 为 he 


”上 上 的 强 拓扑 BCX,X/) 和 XX 中 原来 的 拓扑 不 一 样 。 RssE2ii|- 相生 


这 里 需要 捐 出 , 对 于 对 个 空间 ，X 上 
定 是 相 容 拓扑 ,后 面 将 给 出 例子 ， 

一 十 双 1 设 (X, Y 是 对 偶 空间 ,XX 上 的 向 量 拓扑 工 是 某 一 个 一 
致 收 就 拓扑 Ts 的 充 要 条 性 将 存在 0 点 的 一 组 环境 基 级 , 合 过 中 
的 每 一 个 售 都 蚌 瑟 中 的 弱 桶 。 

= Ta#, 中 共有 界 集 族 , 对 于 每 个 4E .2 ， 
由 于 和 是 有 界 集 ,所 以 由 是 均衡 上 of Y) 闭 吸收 集 ， 是 民 中 的 
弱 桶 。 册 作 |p4Cxzyse = 24 知 
LA 


一 至 收 生 #4 不 一 


~ 
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= [1 ‘x| patx) es 


莽 一 个 弱 棚 ,而 其 全 位 组 成 4 的 环境 基 ， 

反之 , 媳 关 于 托 扑 了 存在 贞 加 桶 组 成 的 0 点 的 环境 林 轨 。 念 
= DE BB} 则 有 了 = Tw。 事实 上 ,Tw 拓扑 由 拟 范 数 旅 
{PAX), 及 Eo 性 沿 , 任 取 下 EE ,由 于 口 丰 加 桶 ,从 而 

{XIpm(x} El = UW =U, 

所 以 Bang 关于 拓扑 了 和 连续 ,由 此 了 TecTIT。 和 相反 好 ， 设 吕 E 弛 ,， 风 
UE U=00- QD Ee zw) 得 到 了 CTe。 证 替 。 

由 于 对 偶 不 变性 中 关于 弱 拓 扑 的 均衡 是 闭 咀 收 集 等 从 于 
欧 于 全 一 相 窜 拓扑 的 均衡 凸 有 财 吸 收集 ， 所 以 定理 寺中 的 纶 捅 可 等 
价 地 改 为 关于 任 一 柯 容 拓扑 的 棋 。 伍 是 如 果 候 证 光 中 的 集 是 工 桶 , 
则 定理 不 表 成 立 。 实 际 上 ,对 于 在 一 户 部 是 癌 量 拓扑 ,总 在 在 由 
T 拓扑 桶 组 成 的 0 的 环境 基 . : 

定理 2 设 < 芝 ,站 } 是 对 侦 空 间 ，.%, 妆 分 别 是 了 中 的 圈 有 界 
集 族 。 则 天 上 的 了 w 拓扑 安 I6 拓扑 的 充 王 条件 为 : 对 于 每 一 个 保 
起 E wi 疗 在 有 限 个 人 开 Bi,，…， Bm ,局 及 正 数 和 … ,hw 局 
得 

ACIThB UU hmB) sep, ys | (2) 

其 中 TC(M) 表 示 集 叶 的 均衡 点 包 ， 

证 ”充分 性 如 果 (2} 趟 成 并 , 则 有 


PAXIE max (MDPOX)} SNMPDPOD Ft 十 mp "(CX). 
1 . 


Bit Tx-T gg. 
必要 性 : 如果 TyCTe8， 则 对 于 每 个 AE.2 ,pA0X) 关于 Tw 
是 连续 的 ,所 以 必 存 在 BL, '"…， BmE 织 ,， cl py， co>0 局 得 
PA) EPEXRY 十 十 Cmp Em Cx) 
<m max {cp (x)} = PICXY, 
其 中 B= CofTBDU…Ucm([Bw)), 令 DN=imes Cf= 1 2, 
m), 则 出 双 极 定理 可 得 到 
aA ANCBH= [Bler,r ys 
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即 知 (22 式 成 立 。 证 毕 。 

设 . 妈 是 一 个 集 族 ，52 Cz 是 一 个 子 集 族 。 训 果 对 于 每 个 
下 EE， 总 包 食 在 .好 的 某 集 中 ， 则 称 .%) 为 并 的 基本 子 集 族 ， 
由 定理 2 可 得 下 述 推论 。 

推论 1 设 (X,. Yy> 是 对 偶 空 间 ,.og 是 了 Y 中 有 界 集 族 , 如果. 
是 .xY 的 基本 子 集 族 , 则 多 上 的 一 致 收 仑 拓扑 | 

1 1= die (3) 

先 引 进 一 个 定 头 ， 

定义 ” 设 (X,Y) 是 对 偶 空 间 ， 盘 是 Y 中 由 有 界 集 组 成 的 集 
族 , 如 果 满 足下 列 条 性， 

Ca) 对 了 3E 二 ,如果 集 ACB, 则 各 E 组 

(C5) 如 妨 , BE 好, 则 AUBEB; 

(tc)》 如 BE 绍 , 则 [站 B]ztyrryE : 朋 | 

td) 如 BE, 是 任 一 数 , 则 和 BE 红 。 

则 称 集 族 鹃 是 侈 和 的 (saturated)。 

设 .oz 是 了 中 的 由 有 界 集 组 成 的 集 族 ， 记 . 爸 为 由 .oz 张 成 的 
恤 刊 集 族 ， 容 易 知 道 ，. 史 是 所 有 包含 :2 的 亿 利 集 放 的 交 ， 冲 是 
存在 的 ,下 定理 2 可 得 下 述 结论 

推论 2 设 <X, Y》> 是 对 个 空间 ,.sz 是 工 中 少 界 集 族 , 设 .只 是 由 
wz 张 成 的 饱和 和 集 族 , 则 壬 上 的 一 致 收 敏 哲 扑 
Ter= Ti。 

所 以 在 讨论 基 上 的 一 致 由 化 拓 盾 Tx 时 ,可 不 妨 假 设 集 族 .好 
是 已 和 的 ， 或 者 假定 .oz 是 一 个 饱和 集 族 中 的 由 均衡 凸 习 阿 集 组 
成 的 基本 子 集 族 即 可 . 

定理 3 和 在 定理 z 中 , 如 果 吉 是 Y 中 的 志和 和 集 族 , 邮 TTy 二 T,s 
的 充 要 条 件 为 YC 络 ， 

定理 4 设 ( 万 , Y> 是 对 钼 空间 ，.og 是 了 中 的 饱和 集 族 , 且 是 
全 的 , 则 六 = {149, 4E.szy 组 成 了 上 的 Tx 拓扑 在 9 点 的 环境 基 ， 


证 由 于 A 站 Be= CAUB)', 入 At- 全 ) . 故 由 (as,Ac rz) 


健生 可 先 许 拓 拌 1 身 


全 体 哥 以 唯一 地 箭 定 买 中 的 局 部 凸 南 量 扫 拼 工 ， 使 (ha，A4E oz) 
是 工 拓扑 在 0 点 的 环境 基 。 首 先 ,因为 如 = {xjpaCX) 志 1， A 必 
是 Tw 拓扑 0 的 环境 ， 所 以 TCTw。 其 次 。 因 为 oz 是 饱和 的 ,Tw 
拓扑 0 的 环境 基 可 由 {xjpA*) 志 e} CAE .2) 全 体 组 成 ， 由 


{x pa xX} Ee = €3) EN, 


$4 可 人 允许 后 扑 


在 83 中 讨论 了 关于 对 但 空间 的 一 致 收 误 拓扑 Te。 但 是 如 举 
4 中 的 集 包含 的 点 不 多 , 则 相应 的 拓扑 Tx 就 不 足够 强 ,了 中 的 点 
就 可 能 不 是 (XX, Tx) 上 的 连续 线性 泛 汕 。 下 面 我 们 对 集 族 .x 作 一 
些 必 要 的 艰 制 ， 

定义 设 ( 玉 , 了) 是 对 情 空 间 ，.% 是 了 中 的 有 界 集 族 ,如 果 关 
上 的 一 致 收敛 拓扑 Tx 强 于 弱 扬 扑 , 即 Tx 二 oCX,Y), 则 称 基 上 的 
Tw 拓扑 为 关于 对 偶 *X, TY 的 可 区 许 拓扑 Kadmissibley。 而 称 相应 
的 有 界 集 族 sxY 为 了 上 前 区 于 上 XyY7 前 可 无 评 集 谈 。 

由 于 基 上 关于 《XX, 了} 的 可 允许 拓扑 Te 是 强 于 oCX, Y) 的 局 
部 凸 向 量 拓扑 ,所 以 了 中 的 每 一 个 元 (严格 地 讲 是 切 是 (X, Ty) 上 
的 连续 线性 泛 函 。 上 反 过 来 ， 如 果 羡 上 某 个 一 致 收 襄 拓扑 Tx, 使 得 
YC 己 ( 关 ,Ty 则 5 YDCTw Ty 必定 是 可 交 皖 招 扑 ， 

(ID 设 5 和 ,> 是 对 偶 空 间 ,.ag 是 中 ov(Y,X) 有 异 集 族 。 如 
果 U {有 4, 4E.》 的 线性 包 是 了 了 ， 则 四 上 的 拓扑 Tw 是 可 允许 拓 
扑 。 

证 ”只 要 说 明 对 于 每 一 个 jEY, x) = <x, f(xEX) 是 (XX， 
Tvw7 上 的 连续 线性 证 函 。 即 说 明 cCX，Y)cTw， 由 假设 ，Y 是 
U {起 ,在 EE 0} 的 线性 包 , 所 以 . 

= 大] 了 十 和 of 二 让 
其 中 Nts 1， …， 1 是 数 , 态 E 4 GZC= im) 由 pz0x2) 的 
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定义 ,得 


pl sier, PlelMp*(x) + + | Nm Ip), xEX, 
即 知 了 是 (X, Tr) 上 的 连续 函数 。 证 毕 ， 

定理 1 设 <X, Y> 是 对 侦 空 间 ， 瑟 上 的 局 部 凸 向 时 拓扑 了 是 
可 交 许 的 充 要 条 件 为 满足 下 述 条 件 ， 

a) 于 一 OK ， 

人 ) 局 部 凶 向 量 拓扑 工 由 拟 范 数 族 $ 决定 ,而 每 个 PES 关 于 
弱 拓 扑 oCX,Y) 是 下 半 连 续 的 。 

证 必要 性 ， 如 果 了 是 匀 上 的 可 允许 拓扑 , 则 存在 了 上 的 可 
多 许 有 界 集 族 9, 使 T=Twx, 所 以 了 拓扑 可 四 拟 范 数 族 如 4Cx)， 
4E 2) 决定。 由 定义 ,PACX》 = sup| 《xy 和 |， 它 是 0(,，Y) 连续 


函数 | 《x, 纺 | 的 上 确 界 , 所 以 pACx) 是 otX, Y) 下 半 连 续 的 。 

充分 性 ， 设 拓 扑 了 由 氢 范 数 族 5 决定， 而 每 个 ptx》ES 关于 
cf TY 是 下 半 连 续 的 ， 则 Vs = txj pt) 志 1} 是 关于 聘 扫 扩 oO， 
Y) 的 均衡 凸 团 集 。 令 4= 人 内， 刚 Ve=VY1 = 可 = {x|p4(x) 志 让 ， 
因此 


POCx)} = PACX) = BED < 的 | xEX, 
是 所 吉 


妈 了 是 :区 = Vs, PES}y 上 前 一 教 收 敦 拓扑 x。 青 由 条 件 C0) 即 知 
是 六 上 的 可 允许 拓扑 。 证 毕 。 

由 于 氛 范 数 MKx)? 是 下 半 连 续 的 充 要 条 忻 为 Yas= {x| p(x) 志 1 
是 闭 集 ,所 以 定 理 1 中 的 条 件 (b)? 等 价 于 

(by 关于 拓扑 了 存在 0 的 一 组 环境 基 多， 全 及 中 的 每 一 个 
集 都 是 蔷 中 的 9( 了 X,Y)- 桶 ， 

下 述 定 理 说 明了 研究 对 捏 空间 中 移 可 允许 拓扑 县 有 有 普 沉 意 
祥 。 和 任何 局 部 瑟 空 间 六 ,其 上 的 拓扑 关于 自然 更 滴 < 这, 天 > 是 可 多 
许 的 。 

定 到 2 设 (, 了 T) 是 局 部 同 强 性 拓扑 空间 , X’ 是 及 的 共 因 空 
间 。 令 吾 是 上 (关于 了 T 了 ) 的 等 度 连 续集 合 全 体 ， 则 荆 必 等 价 于 
节 上 前 一 致 收 敦 拓扑 工 -;y 即 T=Ts, 从 而 工 关 于 对 侦 《 芝 ,到 个 是 可 
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元 许 的 。 

证 设 p(*) 是 及 上 的 任 一 连续 所 范 数 , 则 关于 pCx) 的 单位 球 
V= {x| px) 起 1} 是 0 的 均衡 凸 闭环 境 。 由 Hahn-Banach 定理 的 
推论 ,Y 必 是 弱 丘 扑 90(X, 及 站 闭 的 。 令 = Vi, 则 由 双 极 定理 ， 

有 = 有 部 = B= {x| px), 

所 以 PX) = DECX), XET. 
出 于 7 是 区 中 0 的 环境 ,已 = 了 是 中 等 度 连 续集 合 ， 所 以 TT 己 
ez。 上 到 过 来 , 设 号 是 天 中 任 一 等 度 连 续集 合 ， 则 必 存 在 汇 上 的 连 
续 扳 范 数 ptx), 使 对 每 个 feEE, 有 : 

px)El1= | XxX) | El, 
所 以 当 px) 志 1 时 ,pFE(Cx) = sup| f(x)| =<1, 容易 知道 

PX) EDCX), XEX, 
P -xz 是 关上 的 连续 执 范 数 , 所 以 Te 一 T。 

这 就 证 明了 T= Tq, XX 上 的 拓扑 工 可 以 由 拟 范 数 族 {p5ECx)1E 
E 上 /次 是 。 工 一 以， 人 ?是 显然 的 ,所 以 工 关于 自 掘 对偶 《天 ,着 
是 一 个 可 匈 许 拓扑 。 证 毕 。 

推论 ” 设 愉 ,TY 基 对 个 空间 , 刚 居 上 的 每 一 人 
关于 对 侦 (X，Y》 的 可 多 主打 四. 

证 ”由 于 TT 是 相 容 拓扑 ,C 芝 ,TY = 了,，《 宫 , Y》 即 < 下 , 区 >， 对 
局 部 凸 空间 (及 , 了 ) 应 用 定理 2 即 可 知 ， 

必须 注意 的 是 ， 可 允许 拓扑 不 一 定 是 相 容 拓扑 ， 例如 设 芝 是 
非 自 反 的 线性 赋 范 空间 。 考 虚 自 然 对 侦 芝 , 站 ， 取 绍 为 六 上 有 
界 集 全 体 ({ 由 Mackey 定理 , 赵 即 是 关上 的 弱 有 界 集 全 司 )， 则 瑟 
上 的 强 招 扑 BCX ,天 )=Tg 是 下 上 的 可 多 许 拓扑 , 它 就 是 和 上 的 
范 数 拓扑 。 人 得 由 于 环 是 非 自 反 的 ，( 司 ,ECX XX)) "=X# 二 瑟 ， 
BCR ,区 ) 不 是 XX' 上 的 相 窜 拓扑 。 

下 面 给 出 可 允许 拓扑 的 一 个 等 价 条 件 ， 由 它 很 容易 构造 不 是 
可 允许 的 一 致 收 就 拓扑 Tx， 

”定理 3 设 人 环 , 了 是 对 个 空 间 ,.oz 是 了 中 有 界 集 组 成 的 信和 


T1122 市 一 本 对 人情 性 
集 族 , 则 Tx 是 可 人 允许 拓扑 的 充 要 条 件 是 ， 
U {A, AE A } =Y, (C1) 
证 ” 记 Y 中 有 限 个 点 的 集合 全 体 为 F。 则 oC(X, 了) = Tr, 加 
果 Ty 是 和 上 的 可 允许 拓扑 ， 必 须 且 只 须 Ty 二 otX,，Y), 则 由 $3 
中 定理 3 的 充 要 条 人 性 为 .多 瑟 . 史 , 有 而 这 等 从 于 Y= U {4, 和 4E-)。 
证 毕 , 
关于 可 允许 拓扑 的 完备 性 定理 
” 设 这 , 了 是 对 侦 空 间 , 则 在 六 上 有 可 能 构 造 许多 不 同 的 可 多 
许 拓扑 , 它们 中 最 弱 的 是 能 拓扑 okX, Y), 最 强 的 可 允许 拓扑 是 强 
拓扑 AX, Y)。 下 述 重 要 定理 表明 ,如 果 买 关于 革 个 可 允许 拓扑 了 
是 完备 的 , 周 科 一 定 关 于 所 有 比 工 强 的 可 人 允许 拓扑 完备 。 所 以 ,如 
打针 关于 oCX, Y) 完备 ， 刚 瑟 关 于 一 切 可 人 允许 拓扑 都 是 完备 的 。 
定理 4 设 <X, 了 ) 是 对 个 空间 ,T 和 Tx 是 XX 上 的 两 个 可 介 许 
拓扑 ,满足 TCTx。 如 果 玉 的 子 集 5 关于 拓扑 T 是 完备 的 , 则 SS 关 
于 较 强 的 可 允许 拓 拉 Tw 必 也 是 完备 的 、 
.证 由 $3 中 的 定理 2 的 推论 ,不妨 设 x 是 一 个 已 和 集 族 , 则 
由 $3 中 的 定理 4, 乡 = {4, AE 0) 是 0 点 的 Tw 拓扑 环境 基 。 对 
每 一 个 VE 塘 ， 可 宕 为 Y= 加 ，AE， 则 VV 是 六 中 的 均衡 症 
0 (X,Y) 闭 吸收 集 。 又 按照 假定 T 是 可 允许 拓扑 ， 所 以 o (X,Y) 
CT, 蜀 此 下 关于 拓扑 工 也 是 闭 集 ,由 Y= 各 = {x|p4Cx) 安 1}), 所 以 
pAx) 是 关于 拓扑 了 的 下 半 连 续 拟 范 数 。 这 样 ， 定 理由 第 二 章 81 
中 的 定理 2 即 知 。 证 毕 。 
本 定理 对 序列 完备 及 有 界 完 备 也 同样 成 立 。 特 别 有 
推论 ”在 定理 4 的 条 件 下 ， 如 果 (X, T) 是 完备 的 (序列 完备 ; 
有 界 完备 ); 风 CX, Tr) 必 也 是 完备 的 (序列 完备 ;有 界 完备 ). 
”定理 5 设 (X, 7) 是 局 部 凸 空间 ， 则 中 每 个 能 紧 子 集 人 是 
完 答 的 。 
证 ” 考 蔗 自然 对 偶 发 , X/》， 则 下 定理 3， 拓扑 TT 和 弱 拓 提 
ocX, X') 都 是 X 上 的 可 允许 拓 扯 ， 且 olX, zcCT。 如 果 反 是 弱 
拓扑 oCX,X ) 紧 子 集 , 则 由 第 一 章 810 中 的 定理 1; 克 是 olX, XX) 


站 5 hackey-Arens 定理 1 了 己 


完备 的 。 由 定理 4 即 知 4 必 是 工 拓扑 完备 的 。 证 毕 。 
最 后 ,需要 加 出 ,对 于 非 可 允许 拓扑 ,定理 4 的 铺 论 不 必 成 立 。 


$5 Mackey-Arens 定理 


在 本 节 中 ,给 出 对 偶 空 间 中 Mackey 拓扑 的 具体 构造 , 并 指出 
同 Tx 拓扑 的 关系 。 由 81 中 的 定理 3 知道 , 如 果 《X.。 TY 是 对 偶 空 
交 ;, 蕊 上 必 容 括 扑 TCX, YY, 称 为 Mackey 托 扑 
由 于 34 中 定理 2 的 推论 , 相 容 招 扑 ff 全 , Y) 一 定 是 可 允许 拓扑. 
我 们 殷 决 定 攻关 了 2 的 相应 集 族 . 冯 找 出 来 ,使 得 FT( 站) = 了 Tv。 

引 理 1 设 上 .YY> 是 对 依 空 间 ， 了 是 天 上 的 任 一 相 容 拓扑 。 
- 则 对 于 站 中 任 一 《基于 打 扑 工 》 等 度 连续 混合 5， 其 相应 的 SD = 

ET] 是 了 中 的 弱 朱 扑 ocY, 六) 紧 子 集 . 

证 因 S 是 YY 中 的 等 度 连 续集 合 ， 则 必 存 在 芯 中 省 的 工 拓 站 

环境 VY, 使 对 每 一 个 ES, 有 
xEVy 全 Fe = | x, 办 | 二 1。 

所 以 VCLESJ, 3 是 0 的 了 拓扑 环境 。 所 以 由 Alaoglu-Boutbaki 
定理 即 并 均衡 凸 弦 闭 集 3 = [ES 起 是 cfY , 式 ) 紧 的 。 证 毕 。 

由 于 $4 中 定理 2 的 推论 ,每 个 相 容 拓扑 了 工 等 于 了 中 等 度 连 续 
集合 B 上 的 一 致 收 伍 拓 扑 Tue。 对 于 每 个 SE 8 ， 由 于 是 了 XX 中 
0 的 了 拓扑 环境 ,50 也 是 了 中 (关于 了 拓扑 ) 的 等 度 连 续集 合 ， 所 
以 SUE 区。 因为 SCSM ,1= {SW，SE 4 是 8 中 的 一 个 基本 
子 集 族 ， 所 以 Tg=Tgl。 双 由 引 理 1， #1 中 的 每 个 集合 都 是 了 中 
的 均衡 凸 弱 紧 了 于 上 集 ,所 以 我 们 很 自然 地 可 想到 攀 刘 下 述 丘 扑 TX， 
了 )。 为 叙述 方便 起 网 ,我 们 暂且 扩 开 以 前 的 定 头 , 症 证 明了 Mac- 
key-Arens 定理 以 后 。 我 们 就 可 知道 这 里 定 义 的 Mackey 拓扑 
TCX, 说 ) 和 以 前 在 $1 中 的 定义 是 一 致 的 。 

定义 设 :六 ,YY? 是 对 偶 空 间 ，3 是 Y 中 均衡 目 弱 紧 子 集 全 
林 ， 刚 革 上 的 一 致 站 证 拓扑 Tx 称 为 苹 上 关于 对 偶 ‘六, Y? 的 
Mackey 拓扑 ,或 简称 天 上 的 Mackey 拓扑 ， 记 为 7T(X, YY)。 

下 
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引 理 2 关于 对 侦 空 间 < 苹 ;， YY， 上述 f(S， 了 是 相 容 拓扑 , 即 
CX, TCX, YN =Y,.. 本 

证 由 假定 x 是 YY 中 均衡 凸 0CY ,六 ) 紧 子 集 全 体 ,，r(X, Y》 
=Tw, 革 上 局 部 凸 向 量 拓扑 TC 了) 由 拟 范 数 族 {P(xX),，AE .2 } 
决定 ,其 中 pA(X) = sup| 《xy 8。 设 E(CE FE YY)'， 则 由 第 


二 章 红 性 质 (I ， 必 存在 4i， …，4E. 喧 以 及 正 数 G1， …，Cn， 
使 得 / 
fex) | op AX) + + Cp "(XxX), XEX, 
和 仍 了 =HclaiUczaAz…HcsA， 则 妃 也 是 均衡 凸 弱 紧 了 于 集 ,， 所 
以 BE. , 容易 验证 。 
[fx)| spPECX7 XE. C1) 
下 面 证 明 je BMCY。 为 此 ， 考 左 对 偶 写 闻 《 关 , ">》>。 其 中 
区 " 表示 和 上 的 名 性 话 效 全 体 。 和 雁 易 知道 , (YY , gCY , 及)) 中 以 看 作 
CX" OCXK* ,XD 的 子 空间 ， 则 由 于 BCYCX*, BB 可 以 置 作 六 ”中 
关于 oCX* ,XX) 拓 扑 的 均 奖 凹 紧 子 集 。 令 
59 = {xEX||x, I<1, 对 JEB} = {EXIP YN) EL), 
则 由 513? 式 , 当 xE 型 时 ，|Fx7Tst 所 以 


ft€ BB = CLBITJY", 2) 
对 于 对 仍 空 间 < 民 ,天 "> 应 用 双 极 定理 ,得 到 
[CEB]J]Yix" = Blors,r = BB, C3 


在 (3) 式 中 用 到 了 BB 是 均 卫 十 弱 紧 子 集 这 一 点 。 所 以 ， 由 (2) 式 ， 
je BCY, 有 即 对 于 茶 个 ysY, 售 吝 
z 1(X) = XY EA 

这 就 证 明了 (和 ,rz(X, 了 ))/CY, 员 一 方面 , 由 于 oCX, YCreX, 
Y) 可 知道 (X, TX, YY OR, oC(X, YY) = YY, 所 以 (X, TCX, 
Y))!=Y, 即 TCX, TY) 是 筷 上 关于 对 何人 X, Y》 的 相 容 拓扑 ,证 毕 。 

定理 1CMackey-Arens 定理 》 设 < 入 ,了 ) 是 对 偶 空间 ,oCX,Y)》 
和 TCX, YY) 分 别 表示 世上 的 罚 拓 盾 和 Mackey 拓扑 。 则 站 上 前 局 
部 凸 向 量 拓 扯 工 是 相 容 指 充 要 条 件 是 


ee 
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G(X, YCTCOT(OX, YY), C4) 
证 训 ; 要 [ 主 ， 如 拓 扩 荆 是 苹 上 的 相 窒 拓扑 ,如 CX, T》/= 阅 , 令 
是 YY 上 关于 拓扑 T 的 等 类 连续 集合 全 体 ， 则 由 $ 的 定理 2, 工 
=4s。 由 于 G1= {9S", SE 8} 是 5 中油 基 本 子 集 族 ,又 由 引 理 1 
却 SW 是 YY 中 均 生 西 oCY, 关 ) 紧 子 集 ,所 以 
=-Toe=TeoaCTri, Y), Cp) 
A CT 是 明 导 的 ， 
充分 性 ， 如 果 0(X， YYyCTCTCR,Y), 则 必 有 
CR OX, YO CCX TY OOX, TX, YT}, 《067 
出 $1 中 的 弱 连 续 线 人 性 滋 函 的 表示 定 再 CX, o( 革 ,YY 了 7) /=Y,， 以 及 
十 引 理 2(X TCX， 了) = 了 所 以 (6) 式 包含 CX, T)》 /=Y。 证 毕 ， 
由 Mackey-Arens 十 做,GC,， 了 和 TCX, YY 分 别 是 天 上 的 最 
定义 ” 设 人 ,了 > 是 对 倡 空间 ，. 是 了 中 有 界 集 族 ， 如 果 了 了 w 
是 世上 的 相 容 拓扑 , 则 称 为 了 中 的 相 容 集 族 ， 
推论 ” 设 * 兴 ,了 工 > 是 对 偶 空 间 , 则 
C9) Y 中 最 大 的 相 容 集 族 是 Y 中 均衡 凸 c(Y, X) 紧 子 集 全 体 
所 组 成 集 恋 的 饱和 包 . 
(bp》Y 中 可 允许 集 族 .是 入 容 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 每 一 个 
EA 的， 
证 ”由 定理 1 和 $3 中 的 定理 3 即 得 . 
在 此 需要 指出 ,在 Mackey 拓扑 TS 了 ) 的 定 广 中， 中 的 
集 必须 嘴 均 衡 上 加 oY , ) 紧 子 集 ， 其 中 均衡 凸 的 条 件 不 能 去 掉 。 
如 有 果 直 起 了 的 oCY ,六 } 紧 于 集 , 则 才 的 询 衡 号 oCY, 天) 闭 包 天 ,一 
般 只 是 完全 有 界 集 {precompact》。 如 果 Eo 是 or, 完备 时 ， 才 
能 断言 Ko 是 弱 芝 的。 设 Y 上 届 紧 集 全 体 汶 将， 则 站 中 的 在 兆 
上 的 一 枚 收 敏 拓扑 Te 可 能 严格 强 于 TC(X, 工 )。 
例 1 设 旬 是 只 有 有 限 项 个 为 零 的 序列 全 体 ， 对 于 xE 下 ， 
X= Ciy ay …) 定义 范 数 
ixl~ = max lx : 
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则 《< 鱼 ，1 -> 是 一 个 线性 赋 范 空间 。 考 虑 自然 对 人 锡 <《 丰 , 由 "7》。 定 六 
号 上 的 线性 泛 函 和 t= 1 323，…)。 
jx) = 
出 志 EDP/。 取 呈 ' 中 的 集合 4= nf U 10}， 册 于 对 每 个 xEe 呈 ， 


CR OX) = Hx 0 CR 00), 


豆 n 0， 及 是 @ 中 的 go CP/, 中) 紧 子 集 另外 由 于 人 @ 
在 co 空间 中 是 稠密 的 ， 所 以 由 = 1 /上 的 强 拓 扑 BCDB', @) 即 
是 五 中 的 范 数 拓扑 有 上 。 因 为 Inf.]1=n， 所 以 A4 不 是 BC@', @) 
有 界 集 。 但 是 在 87 中 要 指出 ,对 于 任何 相 容 拓扑 的 等 度 连 续集 合 
必 是 强 有 界 的 。 所 以 上 述 集合 和 4 不 能 是 任何 相 容 拓扑 的 等 度 连 续 
集合 。 所 以 在 多 上 TP, 小 年 Ts， 

定义 ” 设 XX 是 局 部 晤 空间 ， 如 果 对 X 中 的 每 一 个 紧 集 KK， 它 
”的 均衡 凸 闭 包 Ko 是 完备 的 , 刚 称 其 共有 凸 紧 性 。 

容易 知道 ， 有 办 完备 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 具有 凸 紧 性 ， 但 
是 , 反 过 来 不 一 定 对 。 

定理 2” 设 局 部 凸 空间 (X, T) 具有 凸 紧 性 , 则 对 于 自然 对 候 
《X, Ky， 基 上 的 任何 比 全 强 的 林 免 许 拓扑 T，CX，, T7) 也 其 有 汪 
紧 性 . 

证 设 K 是 (XT 中 的 紧 集 。 由 于 TCT', 集 开 关于 拓扑 了 
也 是 紧 的 。 令 Ks 和 Ki 分 别 是 天 关于 拓扑 工程 了 2 的 均衡 凸 闭 包 。 
由 于 工具 有 凸 紧 性 ,Ko 关于 工 是 完备 的 。 由 于 T 是 比 工 强 的 可 多 
许 拓 扯 , 再 34 中 的 定理 4 知 ，K 关于 T! 也 是 完备 的 。 又 因为 K， 
cKo, Ki 是 (X, T') 中 的 闭 子 集 ， 所 以 Ki 关于 T' 是 完备 的 .证 


毕 。 


定理 8 设 忒 是 局 部 凸 空间 ，. 浣 是 和 中 的 紧 子 集 全 位。 考虑 
自然 对 偶 < 辽 , 站》 则 天 中 的 一 致 收 敏 摇 拉 Te 关于 《让 X ?是 相 
容 的 充 要 条 件 为 区 具有 凸 竖 性 。 

证 ”充分 位 设 A4E%Y 是 区 中 的 紧 集 。 由 双 极 定理 ，A4% = 
FrA4]z,j 是 在 的 均衡 凸 弱 闲 包 ， 由 对 想 不 变性 ，A" 也 是 丰 的 均 
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衡 凸 闭 包 。 根 据 候 定 X 具 有 凸 紧 性 ,所 以 4% 是 并 中 的 凝集 ,从 而 
也 是 弱 紧 的 。 由 定理 芋 的 推论 即 知 % 是 X 上 关于 XX, X') 的 相 容 
集 族 。Tw 是 XX 上 关于 CX, X 7 的 相 容 拓扑 。 

必要 性 : 设 Tx 是 相 容 拓扑 。 取 4Ee .%, 4 是 X 中 的 紧 集 ,所 
以 A= {fER pA <1} 是 (CX' ,了 中 0 的 环境 。 其 中 


pf) = sup (fx) |, ffEX’, 


所 以 由 Alaoglu-Bourbaki 定理 , AWM= (CAN = [LAJT,JIx 是 下 中 的 
cfX, 2 上 紧 子 集 。 册 根据 $4 中 的 定理 5，A% 关于 和 中 原来 的 拓 
扑 工 也 是 完备 的 ， 即 证 明了 局 部 凸 空间 具有 同 紧 性 。 证 毕 ， 

设 (X, T) 是 局 部 凸 空间 ， 如 果 拓 扑 工 等 于 关于 自然 对 偶 《 蕊 ， 
X 人 的 Mackey 拓扑 7(X, X》， 即 工 > r《X, XW), 则 称 局 部 鼎 空间 
CX，T) 为 Mackey 空间 。 

由 定义 容易 邯 道 ，(%, I Macke 为 XX/ 
中 的 每 一 个 均衡 凸 0CX’, X) 紧 子 集 是 等 度 连续 的 。 在 $9 中 将 指 
出 , 桶 式 空间 和 图 空 间 都 是 Mackey 空间 , 特别 是 , 赋 范 空间 和 晤 
可 列 拟 范 空间 是 Mackey 空间 ,在 应 用 中 , 过 到 的 局 部 凸 空间 中 大 
多 都 是 Mackey 空间 。 

部 凸 空间 , 六, T) 是 它 的 完备 化 空间 。 齐 (X， 
Ty 上 的 每 个 连续 线性 泛 通 jf 必 可 以 唯一 地 延 拓 为 (X, 了 T) 上 的 连续 
线性 泛 函 天 ”从 而 在 映照 了-> 了 下 , 《XX, TY 和 (XX, TY 代数 同 构 . 
所 以 在 代数 同 构 意 义 下 ,可 以 把 信 , TY》 和 (党 , 了) 看 作 是 一 样 
的 。 由 第 一 章 四 最 后 的 铺 论 可 知道 ， 每 个 T- 等 度 连 续集 合 是 
和 _ 等 度 连 续 的 , 反 过 来 也 对 。 基 于 这 个 事实 ,可 以 得 到 下 述 定理 : 

定理 4 设 (X, T) 是 Mackey 空间 ， 出 它 的 完备 包 (六 , T) 也 
是 一 个 Mackey 空间 。 

证 考 虚 自 然 对 俩 这, X ,其 中 了 = 交 。 设 4 是 忆 中 的 均 
效 止 of(X7， 入) 紧 子 集 , 则 由 于 oz CoCX', X) 在 也 是 oCX’， 
X) 紧 子 举 。 由 于 蕊 十 Mackey 空间 ,A 是 工 - 壬 宕 连续 集合 ， 所 以 
入 也 是 让 等 度 连续 集合 。 这 就 证 明了 冬 是 Mackey 空间 。 证 毕 。 


1 立 息 第 三 全 对 吉 姓 


$6 各 种 不 启 的 拓扑 


一 。、 允 拓 拓 
设 <,， YY ?是 对 情 空 间 , 丰 是 了 中 OY, 其 2 有 界 集 人 全体 ， 刚 
相应 的 一 致 收 就 拓 朱 Tg 称 为 上 关于 对 俩 t 革 ,了 》 的 强 托 站 ， 记 
为 BCX,， YY。 同样 可 以 定 交 上 的 强 拓 扑 BCY, 关 3。 我 们 已 经 知 
道 基 上 强 拓 扑 是 世上 的 最 强 可 人 允 1 
芒 上 强 拓 盾 ( 革 了 可 用 所 范 数 族 全 代 )， AE 5 给 出 ， 甚 
中 
P(x) = sub lx, y | ,XERN, C1y 


和 通常 ,我 们 称 芒 中 的 点 集 彤 为 Y- 有 异 的 , 即 是 指 册 是 cf 天, Y) 拓 站 
有 界 的 ,对 每 个 WEY, 有 
sp Cx, DEM ac。 (2) 


下 中 的 点 集团 称 为 强 了 -有 办 的 ,是 指 村 天 于 强 拓 扑 并 区 ,了 为 有 
界 集 , 即 对 王 中 的 每 一 个 有 界 集 总， 有 
SUPPKY7 = Sup ， | xy VY | Mg < oo, C3) 


显然 ,及 中 的 强 拓 朱 有 界 集 必 是 弱 有 界 的 . 

(IT> 设 * 苹 ,了 ?是 对 俩 空间 ， 
成 的 一 组 环境 切 为 中 OX, Y 了 ) 桶 全 体 . 

证 设 汰 是 了 中 or 有 界 集 全 体 , 则 角 是 了 中 的 饱和 集 
族 。 根 据 83 中 的 定理 4， 人 瑟瑟 E 过 } 全 悼 是 其 中 B(X, Y} 拓扑 
0 的 环境 鞍 。 又 根据 $2 中 的 定理 3 BF 是 otX,Y) 桶 的 充 要 条 性 
为 B 是 了 中 oC(Y, XX) 有 界 集 。 所 以 4B, BE 绍 } 是 卫 中 X,Y) 
桶 全 性 。 证 毕 ， 

设 (X, TT) 是 局部 是 空 间 , 考 三 自然 对 偶 ( 久 ,XX >》。 和 根据 {站 ， 区 
中 的 CC 和 ) 棚 全 体 是 式 上 强 拓扑 在 0 点 的 环 增 基 .又 由 于 8 中 
的 定理 5, 对 于 天 上 的 术 徐 拓扑 ,其 桶 是 一 样 的 ， 所 以 天 上 的 强 拓 
扑 BK 革 ) 以 CX, 工 ) 中 桶 的 全 体 作为 0 点 的 环境 基 。 同 样 ,X 上 


于 强 拓扑 8(X, YY 在 0 
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的 强 拓扑 BCX', 尺 ) 以 oCX', 六 ) 桶 金 体 作为 0 点 的 环境 基 . 

设 (X, 了 了) 是 局 部 凸 空间 ,如 果 拓 扑 = BCX, X') ,出 称 拓扑 工 
是 绝对 强 的 。 3 

(ID 设 人 和 工 ) 是 局 部 凸 空 间 , 则 下 述 的 条 件 是 等 价 的 ， 
(ee T) 是 三 式 空间 

(Cb) 工 = BX, XN). 

证 设 (X; 是 桶 式 空间 ， 则 栖 的 全 体 是 0 的 环境 站 . 根据 
(ID ， 即 义 | 8CXX， XX 二 TT, 反 过 来 ,如 果 工 = BC(X, 2 )， 由 于 (了 ) 
中 的 桶 一 定 是 ok(X,，Y 了 ) 拓 扑 桶 ,根据 C(I), 即 知 每 个 好 是 8CX, XX 
拓扑 6 的 环境 ， 从 而 也 是 工 折 扑 0 的 环境 ，(X, T} 是 桶 式 空间 . 

《CI 设 和 是 局 部 凸 空间 , 如 果 互 是 革 中 的 等 度 连续 集合 , 则 
E 是 BCX', X7 有 界 集 。 

证 ”由 于 EE 是 X' 中 的 等 度 连 续集 合 ， 必 存在 下 中间 的 环境 
U, 使 得 对 于 每 一 个 f€EE, 有 

xEU=S xD 二 1。 《4 7》 
考虑 自然 对 侦 (六, X'》, 根据 (4), EC。 设 吸 是 总 中 的 有 界 集 
全 体 ， 则 1B9， BE 哼 }) 是 立 中 BOX， 在 0 点 的 环境 基 。 设 了 = 
B0, 中 E 表 是 并 中 竹 一 BCX', 外) 拓扑 在 0 点 的 环境 , 则 为 互 是 有 
界 集 ,所 以 0 的 环境 口 吸收 了。 从 而 及 吸收 可, 即 知 VV 吸收 EEE 
是 BCX/, X) 有 界 集 。 证 毕 ， 

还 要 指 册 一 点 : 设 苇 是 向 部 凸 空间 ,考虑 自然 对 情人 式 , 区》, 由 
于 X 上 的 强 折 失 A(X,X ?不 一 定 是 相符 拓扑 , 区 中 的 有 办 集 不 一 


定 是 强 拓 扑 8CX, 7) 有 界 集 。 
二 人 下 拓扑， 


| 


定义 、 设 (X, T) 是 局 部 凸 空间 ,sz 是 夭 中 所 有 收 总 于 0 前 序 
列 (简称 06 序列) 组 成 的 集 族 , 刚 X 上 的 一 致 收 竹 拓 扑 工 v 称 为 X 
上 的 工 。 拒 盾 。 


考 了 早日 然 对 个 惟 ,全 网 To 是 天 土 关 于 对 侦 * 和 ,和 > 的 可 


允许 拓扑 。 很 明显 ,，X’ 上 药 To。 拓扑 和 其中 的 拓扑 了 让 关 。 如 果 
和 在 芋 工 焉 了 工 = otX, 外 , 那 示 相应 的 ， 在 XX' 上 的 工 ,, 拓扑 再 记 作 


1 二 起 第 三 章 对 偶 性 
OX, Ko. 
引 理 1 设 (CX, 7) 是 局 部 册 空间 ， 颁 } 是 XX 中 关于 T,, 拓扑 

的 鞍 本 定 问 点 列 ， 出所) 放 点 点 收 襄 到 环 x》EXK", 并 且 线 性 泛 瑟 
jx 关于 折 扑 工 是 序列 连续 的 。 

证 因为 户 丰 (7 T。) 中 的 基本 定向 点 列 , 由 于 5CX', XX)CS 
To 了 末 以 对 尾 一 %# 人 区， 六 人 (xx 是 基本 定向 数列 , 必定 收 侣 , 念 

fx) = 1im PCx7， XE XT, 

容易 验证 ， feEX*。 下 面 证 明 f(x) 在 (X, Ty 上 是 序列 可 续 的 ， 设 


{x 是 CX, 卫 ) 中 的 0 序列 。 记 为 N= {x。} .对 任 给 的 2>0， em 
E WT。)。 由 假设 记 是 基本 的 , 必 存 在 0, 使 得 当 


v= - 1,€e 3 ev 


由 于 jx 是 4 上 的 连续 线性 泛 国 ， 以 及 o 一 0， 必 存在 充分 大 的 
自然 数 ,使 得 当 n> 尺 时， | 于 ,Cx < 二。 则 当天 > 天 时 ， 


{f(xy | 三 = [fxn) hh CX) | 十 [i Cx) | 
= lim |f CX) 一 fxa) | + | fC) | 


上 如 如 
< 十 wy 一 万 。 


即 ;在 0 点 序列 连续 ,从 而 序列 连续 。 证 毕 。 

定 尽 ” 设 ( 基 ,了 ?是 局 部 凸 空间 ， 如 果 在 其 上 每 个 序列 连续 的 
线性 泛 函 是 连续 的 ,别称 (多, T} 为 Mazur 空间 ，。 

例 1 贱 空 间 必 是 Mazur 空间 。 

例 2 设 世 是 不 完备 的 线性 赋 范 空间 ,并且 是 桶 式 空 间 , 于 未 
(大 ,OK 大) 不 是 Mazur 空间 。 这 一 点 可 以 由 下 述 定 理工 的 推 
论 直 接 得 其 ， 事 案 上 ,如 果 ( 民 '，0( ,站 )) 是 Mazur 空间 , 则 (XX， 
BCX， 六 应 鸭 完 备 的 。 但 因 且 是 桶 式 空间 ,BCX, X/y 和 四 上 的 拓 
扑 一 到 , 玻 知 苞 是 完备 的 ,这 和 假设 相 陡 贞 ， 

定理 1 设 (, 也是 Mazur 全 间 ， 网 (X7， T,,) 是 完备 的 

证 积 右 引 玲 1，《x TD) 中 的 每 一 个 基本 定向 点 列 六 必 点 
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点 下 化 到 jfEX=， 且 了 是 5, T) 上 序列 连续 的 。 由 假定 《 式 , 工 ? 是 
Mazur 空间 , 故 fEX‘。 考虑 对 偶 空 间 ( 了 ;XY ， 则 六 2 2 
因为 了 ,. 是 天 上 上 比 cf 下) 更 强 的 可 允许 拓扑 ， 由 34 中 的 定理 
4, 六 一 定 按 了 .。 拓扑 收效 于 了 即 5 Te 是 完备 的 。 证 毕 。 

推论 设立 是 Mazur 空间 ， 则 苇 关 于 强 拓扑 BC 站 ) 是 完 
备 的 . 

证 因为 强 拓 扑 BCX’, 天 是 比 了 更 强 的 可 允许 拓扑 。 

此 推论 可 以 看 作 是 下 述 事实 的 推广 : “也 范 空间 的 共 印 空间 是 
完备 的 *。 事 实 上 . 赋 范 空间 是 区 空间 ,其 共 斩 空 间 辐 上 的 范 数 拓 
扑 即 是 强 士 扑 BC 大?。 

定理 2 设 (X,T) 是 具有 凸 紧 性 的 Mazur 空间 ， 则 瑟 上 的 
T。 拓扑 关于 自然 对 个, 大 ?> 是 相 容 的 , 且 是 完备 的 。 

证 设 生 是 不 中 的 4 序列 , 则 4U 4 是 式 中 的 紧 集 。 由 于 工具 
有 凸 紧 人 竹 , 上 的 均衡 凸 于 包 4 = (4U {1073 是 区 中 的 紧 当 ,从 而 
也 是 弱 紧 的 。 由 $5 中 的 定理 在 的 推论 ， 即 知 了 是 XX 上 的 相 容 
反扑. 证 毕 ，。 

系 设 民 是 Frechet 空间 ,加 (CX, Te) 是 完备 的 。 并且 浆 ' 上 
的 了 。, 拓扑 关于 对 偶 人 X, 知 ? 是 相 容 拓扑 。 

最 后 ， 我 们 把 芋 上 的 TT。, Ts 拓扑 的 概念 推广 到 一 般 对 偶 空 
了 亲 的 情形 。 

证 上 《 开 , 了 > 是 对 偶 空 间 ,T 是 世上 的 可 允许 拓扑 。 设 . 吧 是 区 中 
的 关于 拓扑 工 收 就 于 0 的 序列 全 体 ， 则 Y 上 相应 的 一 致 收 误 拓扑 
Ty 称 汶 TT,, 拓 站,. 同 肝 Y 上 关于 (, T) 紧 集 上 的 一 至 收 襄 据 扑 称 
为 了 拓 提 。 

由 于 工 是 可 允许 拓扑 ,所 以 YCCOX, TY', 记 X/= (对, 了 )7， 则 
(Y ,Tw0) 和 CY ,了 分别 是 (对,， To 和 (TT%) 在 TY 上 的 限制 。 

三 、 完 全 有 和 界 集 上 的 一 致 收效 拓扑 T? 

证 《< 了 ,了 是 对 偶 空 间 ,T 是 关上 的 可 侈 许 拓扑 ,YY 是 (民工 ) 
中 的 完全 有 界 集 全 体 , 刚 Y 中 相应 的 一 致 收 全 拓扑 Tx 称 为 完全 有 
和 罪人 华 上 一 致 疏 训 拓扑 ,所 为 工 
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- 同 工 。 与 Ty 一样 ,T? 拓扑 入 上 可 人 允许 拓扑 T 有关。 如 果 闵 
是 局 部 点 空间 , 考虑 自然 对 偶 ( 革 , X'》, 刚 XX 上 的 T* 拓扑 通常 也 
记 作 工 ， 这 相当 于 TT 是 相 容 拓 扑 的 情形 . 

例 3 设 < 苹 ,YY》 蚌 对 侦 空 间 , 在 关上 取 T= of 天 YYy。 则 出 于 
et of YY 7 拓扑 ， 了 人 界 集 和 有 界 集 是 一 臻 的 ， 所 以 在 了 上 

= FECCX TY) 了 = BY, 

很 明星,T? 拓扑 是 YY FX Y》 的 可 允许 丘 扑 . 

定理 3 设 《X,Y 是 对 偶 空 间 ,， TT 是 下 上 可 允许 拓 盾 ， 则 
oY, AICT ,CTETICACOY, HY, 

证 可 出 定义 可 直接 得 知 。 

定理 4 设 尺 , YY》 是 对 侦 空 闻 ,， TT 是 其 上 可 允许 拓扑 ， 并 百 
(至 , 了) 是 有 界 完 备 的 ， 则 在 了 上 2 折 扑 关于 < 和 YYy> 是 相 容 的 ， 

证 设 和 是 ( 惟 , 1 中 的 完全 有 界 焦 . 令 吾 是 盘 的 均衡 凸 闭 包 ， 
风量 也 是 完全 有 界 集 。 出 于 CX, 了 ?是 有 异 完 竺 的 ， 所 以 吾 是 完备 
子 集 。 根 据 第 一 音 $10, BB 是 (CX, 了 了) 中 的 紧 集 。 由 于 co(X, YY) 己 
T, BB 也 是 ocX, 了 有 紧 的 ， 所 以 加 EJFTCY, 革 ))。 因为 AcB， 
BCA9， 所 以 加 EAWCTCY,X)), 即 证 明了 TtCrCY, 天 )。 辣 时 ， 
明 忆 地 有 cfY ,站 )CCTY, 由 Mackey-Arens 定理 知人 3 是 Y 上 的 相 
容 拓 扑 。 证 毕 。 

系 设 愉 ,YY 是 对 偶 写 同 。 在 基 上 取 T=g(X, Y7。 训 果 
《X, 0(X, 了 站 是 有 界 完 备 的 ， 则 TT? = [ak 天, Y= BCY, 天) 蚌 相 
穿 拓扑 。 

定理 5 设 ( 了 ,了 T) 是 Mazur 空间 (特别 是 ,X 是 园 空 间或 线性 
距离 空 间 )》, 则 * 关于 Te 拓扑 是 完备 的 . 

证 根据 定理 1 (2 了,,)》 是 完备 的 。 因 为 了 TCT?=Tc,， Te 
是 其 上 比 了。 强 的 可 允许 哲 扑 。 由 84 中 的 定理 4 {多 ', To) 是 完 
备 的 。 证 毕 。 

系 ”如 困 (X, T} 是 Mazur 空间 ,并 和 且 是 有 界 完备 的 (例如 CE》 
空间 ) ,风头 关于 TCX', 了 ) 是 完备 的 。 

下 面 先 给 出 一 个 引 理 ， 
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引 理 2 设 TI 是 局 部 此 空间 臣 到 局 部 此 空间 YY 中 的 线性 映 妥 ， 
全 居 芝 中 的 均 仁 的 入 ， 如 打工 三 起 上 的 限制 TL 在 9 点 连续, 内 
证 诊 7 是 y 中 任 一 9 的 环境 ， 我 们 希望 能 找到 UCM), 
使 得 当 
站, 世 生 各， 目 x- yeEU>Tx- $yeV. 
但 居 因 为 A 是 均衡 疝 集 xX 一 YEA 有 ~- 站 = 2 和 4 ， 所 以 内 更 能 让 Tt34 
NU)CV, 即 T(AN 三) 六 。 由 假定 了 |4 在 0 点 连续 ,所 以 这 入 


的 已 基 存 在 的 。 证 毕 。 

定理 6 设 (X,T) 是 局 部 止 空间 ,EC(X, 了 了 了) 是 (区, T} 上 的 
任 一 等 知 连 续集 合 . 刚 在 互 上 ,下 述 三 个 一 致 疏 策 折 扑 古 等 价 的 ， 

ta) 在 完全 有 界 集 上 的 一 至 监 伍 拓扑 Te 

[(b) 弱 * 拓 扑 0(X', XX)} 

《c) 在 之 中 全 的 子 集 DD 上 欧 点 点 昨 就 拓扑 oc’ DD)， 

证 (C0) 地 (D)=>(0) 是 明显 的 ,只 琵 证 (0) 二 C9)。 

由 吾 是 等 度 连 续集 合 , 必 存在 VE.ACT), 使 得 

ET Co 
”不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 互 = Vr， 又 由 于 吃 是 萃 中 全 的 子 集 。 根据 $2 
中 的 定理 2,，D 的 线性 包 在 关中 关于 ofXy, XX 个 拓扑 是 稠密 的 。 由 
于 当 用 吕 的 线性 包 代 震 卫 时 ,拓扑 oCX', 了 ?是 一 样 的 ,所 以 不 纺 设 
五 是 藉 中 的 再 密 线性 子 空间 。 我 们 只 杰 证 明 恒 等 上 照 
Ts CX’, OCX’, DY) -CX’, Te) 

在 EE 上 是 一 致 连续 的 。 由 引 理 2, 只 要 证 明 Ils 在 0 点 连续 即 可 。 
贷 定 问 点 列 天 EE 按 拓 起 0(X', Dy》, 一 0， 即 对 每 一 个 xE 卫 ， 有 
- lim<x, 了 二 站 


下 面 证 明 所 在 XX 中 每 一 个 完全 有 界 集 4 上 必 一 臻 收敛 到 0。 事实 
扣 , 对 于 任 一 个 正 数 5, 存在 DD 中 有 限 个 元 Xi，…, x。s 使 


Acl” sv 
cy {+ 全 


1 | 第 三 音 对 全 性 
取 鹿 充分 大 :使 得 当 VV 时 ,对 t= 1， 4 0 均 有 
| <x, 1 | < 二 ， 


对 于 任 一 xE 4, 必 能 找到 某 个 *%。,， 使 XE%,+ 二 V。 所 以 当 Y> 
vo 时 ,有 
| <x， fy Es | > | 十 | 《一 入 > | 


€ ££_ 


这 就 证 明了 (在 入 上 一 致 收 敏 到 0， 由 此 思 按 拓扑 Tc 收敛 到 
0, 即 Ilz 在 0 点 连续 。 证 综 . z 

系 ” 设 <X, 了 ) 是 对 侦 空 间 ,T 是 多 上 的 可 人 允许 拓扑 。ECY 是 
( 义 , TY 上 性 一 等 度 连 续集 合 ， 则 在 EE 上 olY, XX), T,,,， Try， To 诸 
所 扑 孝 是 相 等 装 ， 

证 ”由 于 T 是 外 上 的 可 允许 拓扑 ,YCOX, TY 。 所 以 (YT) 
是 (XX , Te) 在 YY 上 的 限制 。 由 定理 6 即 得 。 证 毕 。 

例 4 设 (XX, TT) 是 无 限 维 Banach 空间 , 则 在 共 斩 空间 素 ' 中 ， 
每 一 个 球 V,= {lr} 是 和 上 的 等 度 连 续集 合 。 根据 定理 6， 
在 YY, 上 ocx 六)= TI 但 是 让 全 空间 四 中 ,otX', 瑟 ) 和 IT。 囊 
实 上 ,可 以 选取 N= {xn 是 站 中 收 敦 于 0 的 序列 , 并 且 六 是 无 限 维 
的 。 则 攻 =Noc.fTo)， 但 是 吕 E. 姑 (ofKr 开 )》。 因 为 否 出 ， 将 
有 有 限 个 点 的 集合 Ff， 使 得 ICU= NM， 由 此 六 CNoo 一 Fe， 而 
FW 是 有 限 维 中 的 集合 ,这 和 六 的 选取 棚子 盾 。 

引 理 3 设 工 ,Tl 是 线性 空间 半 虐 才 两 个 局 部 同 向 基 拓 扑 BB 
是 关中 的 均衡 凸 集 ,并 年 Tias= Ti|as。 如果 B 是 T 完 全 有 界 集 ， 则 
BB 必 是 Ti 完全 有 界 集 。 

证 设 U0 是 区 中 售 的 工 拓扑 环境 ， 由 于 T|s= Ti|g,。 联 VE 
(ty》 使 

VN BCUNB. (6) 


由 假定 也是 了 完全 有 界 集 , 所 以 -5 B 也 是 完全 有 界 集 ， 必 存在 有 


§6 备 润 寺 :后 的 撕 扑 1BE 
- 1 
限 点 集 FC 己方 8， 使 


5 BCP+V (7) 
对 每 个 be B, 必 存 在 1EF, vEV, 使 b=f+v, 网 u= 5b~fE 


1 1 . 


5 BCP+VNBCF+U. 3) 


这 就 是 说 , 吴 是 工 完全 有 界 集 ， 
定理 了 设 了 是 艾 上 关于 对 侦 * 六 ,YY》 移 可 允许 拓扑 ,出 了 ”二 
1 


证 这 时 TW=C7T 9， 设 是 0 的 任 一 TT 后 盾 环 境 。 由 假定 
T 是 关上 的 可 允许 拓 扑 ， 不 妨 设 U=B?， 其 中 8 是 YY 中 的 均衡 是 
oC(Y ,XX) 有 界 oCY ,六 ) 闭 子 集 。 根 据 习 拓 扑 9CY ,六 > 的 性 质 ,B 也 
是 ocY ,大 ) 完 全 有 界 集 。 由 于 B= BW=0 ,BR 是 YY 中 关于 拓扑 T 
的 等 度 连 续集 侣 、 则 由 定理 6, 在 等 度 连 续集 合 B 上 T? 拓扑 和 组 
拓扑 akY,X) 是 一 至 的 . 又 由 引 理 3， 即 知 双关 于 拓扑 T 也 是 
完全 有 界 集 。 因 此 U=0%= (UIE AT TT 之 TW 证 毕 。 

注 ”如果 TT 是 区 上 的 相 容 拓扑 , 则 由 上 iaoglu-Bourbaki 定理 
0 是 ocY, 式 ) 紧 的 。 又 因 丰 是 Y 中 关于 (XT) 的 等 度 连 续集 
全 ,出 定理 6 的 系 f 中 是 T? 拓扑 紧 的 ,记忆 

U=UW= Ue ACCOTI.), 
从 而 可 以 得 到 更 强 的 结果 TC CT?)x。 

定理 SGrothendieck interchange theorem》 设 《< 芝 , Y》 是 对 
覃 空间 , sz 和 多分 别 是 苹 和 Y 中 的 可 允许 饱和 集 族 ,山下 述 条 件 
是 等 价 的 

《a) 对 每 一 个 AE. 是 Te 完全 有 界 的 # 
(b》 对 每 一 个 BE 绍 是 Tx 完全 有 办 的 4 
《c) 在 每 一 个 AEw 上 ,Te 和 CCX 了 ) 是 一 致 的 
<) 在 每 一 个 BE 织 上 ,Ty 和 Gy 二 ) 是 一 致 的 。 
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证 〔o=>(d， 设 BE 吸出 也 是 (人 人，Toy? 上 的 等 度 连 续集 
合 。 册 定理 的 系 ， 在 等 府 连 续集 合 BB 上, oC 站 ,开拓 掉 和 (Te》 
乓 扑 是 一 致 的 .假定 <4) 满 足 , 对 每 一 个 妇 EY 是 Ta 完全 有 界 的 ， 
所 志 TyCCT8)"。 由 Tw 是 Y 上 的 可 允许 拓扑 ,得 到 

YY, XTy CTs), 号》 
所 以 在 了 上 ,Te 拓扑 也 和 oCY , 六) 拓扑 相 一 致 ， 

Cd) 二 (by 设 BE 妇 ,BB 是 了 中 oCY, 革 ) 有 界 集 。 由 于 oY,， 
X)y 有 界 集 必 是 efKY ,其 ) 完全 有 界 的 ， 故 是 otY，, 关 ) 宪 全 有 有 界 
集 。 根 据 kJy， 在 下 上 Tv 扼 扩 和 oCY ,其 ) 拓 扑 相 一 致 。 因 为 少 . 
是 中 的 槐 和 集 族 ,所 以 不 入 已 讶 8 是 均 和 本 上 帅 的 ,由 引 理 3 即 知 8 
关于 Tw 拓 提 也 是 完全 有 界 集 。 

对 称 地 ,可 以 证 明 (b)=> C0), (C0) 地 (C0), 从 而 C67、(C0) C0) td) 
是 锋 愉 的。 证 尘 。 

” 设 性 ， 让 是 局 部 后 空间 ， 考虑 自然 对 企 < 注 , 天》 则 TT 是 革 上 
的 可 免 许 拓 扑 , 玉 BC 其) 晨 关 上 的 可 倪 许 后 扑 。 它 们 相应 的 可 
多 许 集 良 分 别 为 下 中 甘于 (有 ,12 的 等 度 连 续集 全 考 和 和 (下, T) 中 
有 弄 集 全 伍 .他 于 是 有 下 述 和 1 

系 ” 设 (X, 了 是 局 部 凸 空间 , 则 下 述 条 件 古 等 检 的 ， 

《da] 站 中 的 每 一 个 有 有 界 集 是 完全 有 界 的 : 

cb) 二 中 鸭 每 个 等 度 连 总 集合 BE 绕 关于 B(3', 六 ) 是 完全 
有 界 册 |， z 

Cc) 在 每 个 育 异 华 4E 好 上， 拓扑 于 和 ot XX 仆 基 一 名 的 

(Cd) 在 X' 中 的 上 拇 个 等 度 连 续集 合 BE 雪 上 ，B(X', XXX) 和 
gf) 是 一 至 的 。 

定理 9 设 忆 ,了 工 ? 基 对 偶 空 出 ,T 是 关上 的 可 允许 拓扑 ,出 开 
是 并 上 的 满足 下 列 条 件 的 最 强 可 允许 折 扑 ， 使 得 在 工 中 的 每 一 个 
T 等 度 连 续集 合 上 的 限制 和 弱 拓 执 aY, 3) 相 一 致 。 

证 不 仿 设 秆 上 的 可 允许 拓 扑 工 是 由 工 中 本 多 许 集 族 允 疾 
定 的 。，T =Tg。 则 对 每 个 BE 党 , 是 (了 , T) 上 的 等 麻 连 续集 合 。 如 
果 Ty 是 上 的 可 免 许 毛 盾 ,YY 是 基 工 的 可 允许 集 族 。Te 具有 


仁和 各 种 和 不 辣 的 后 扑 1 和 了 
这 样 的 性 质 ， 司 得 在 了 中 的 每 一 个 等 度 和 连续 集合 上 的 限制 间 
oY，, 闪 ) 相 一 致 ; 凤 知 对 每 个 了 Be 殿 , 有 
Tw|s= oCY, XY |s, C10) 
由 定理 8, 中 地 (90), 对 每 一 个 人 4E .94 是 朱 扑 T=Tg 的 完全 交界 
集 , 所 以 Tyg 之 T?。 由 定理 6 的 系 ; 即 知 T* 是 满足 所 述 条 件 的 最 强 
可 允许 拓扑 .证 毕 。 z 

定理 10 设 * 苹 ,了 Y 了 》 是 对 侦 空 间 , 工 是 七 上 和 的 可 介 许 招 扑 , 刘 
TWoT, 7* 和 和 工 有 相同 的 完全 有 界 集 \、 紧 集 和 收 侣 序列 .并且 TT 
是 和 工 有 相同 完全 有 界 集 的 最 强 可 允许 拓 站 . 

证 (1) 设 4 是 居中 的 工 完 全 有 界 集 . 则 各 是 式 中 了 等 度 连 
续集 合 . 由 于 T" 等 度 连 续集 合 是 T? 完全 有 界 集 ,由 定理 名 知 ,T9 
等 肉 连 续集 合 也 一 定 是 TW 完全 有 界 集 ， 所 以 工 完 全 有 界 集 关 一 
TW 完全 育 界 集 类 。 另 一 方面 ， 由 证 理 了 , TCTYW 所 以 TW 完全 
有 镭 集 类 记 T 完全 有 界 集 类 ,所 以 工程 I4 有 相间 的 完全 有 界 集 。 

(2) 设 Ti 是 五 上 的 可 允许 拓扑， 并 且 工 和 了 有 相间 的 完全 
有 有 界 集 ， 则 7° 等 度 连 续集 类 = 了 完 爹 育 界 集 类 = 了 完全 有 界 集 
类 ,由 定理 8, (0)<=>(b), Tl 等 度 连 续集 合 必 是 T? 完 全 有 界 集 。 
所 以 TICCTY?=TW， 即 TW 是 和 了 工 有 相 疝 的 完全 有 界 集 的 最 强 
可 允许 拓扑 。 

C3) 设 政 是 工 紧 侍 , 则 玫 是 工 完 全 有 界 集 ,并 且 关 于 了 工 是 完备 
的 。 由 上 述 证 明 (2) 知 ,下 也 是 TW 完全 有 办 集 , 同时 由 于 了 和 Te 
都 是 天上 的 可 人 允许 拓扑 , 并 且 YC7Tee。 由 8 中 的 定理 4， 下 关于 
TW 是 完备 的 。 所 以 下 是 TW 紧 集 。 同 祥 , 由 了 CT0 向 ， 工 和 Tos 
有 相同 的 紧 集 . 

(4) 设 {xn)} 是 牙 中 的 工 收 人 第 序列, x 一 > x (nr 00), 仿 N= 
{Xa} U {Xo}， 从 而 NN 是 紧 集 ， 由 上 述 (3) 知 ,NN 也 是 7 紧 集 。 庙 人 
二 Tn Hl, 民有 TT| TW|,, 由 于 T [x 荐 分 离 E， 所 以 T|y 和 To | ,, 
因此 x 关于 TW 也 是 收 敲 序列、 反 过 来 , 由 TCTW, 即 知 了 ,TT 
有 相同 的 收敛 序列 ， 

由 (17、 (37、 (37、 C4) 即 得 定理 的 证 明 ， 
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巡 、orwo* 扫 挤 和 Banach-Diendonne 定 香 

说 (区 ,了 ) 是 局 部 册 空间 ,根据 定理 3, 我 们 知道 XX/ 上 的 Te 拓 
扑 是 满足 下 述 条 件 的 最 强 可 允许 白 扑 ,使 得 在 X" 中 的 每 个 等 度 连 
续集 合 上 的 限制 和 ocX', 辐 ) 相 一 致 。 下 面 我 们 除去 可 允许 拓扑 这 
个 条 人 忻 , 而 棵 造 济 足 上 述 条 件 的 最 强 拘 扑 。 

定 必 设 (下 , 是 局 部 凸 空间 , 5 是 站 中 的 子 集 。 如 果 对 于 
每 一 小 忆 EYE SNU? 是 oCX', 芒 ) 紧 的 , 则 称 5 为 aw* 闭 的 。 

(IY》S 是 ow* 闭 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 每 一 个 等 度 连 续集 合 
BA', SNE 是 EE 中 的 olX', 下 ) 闭 集 . 

证 必要 性 : 设 5 是 aw* 闭 的 。E 是 XX’ 中 的 任 一 等 度 连 续 
集合 , 则 UVU= BE AO), SNU0? 是 gcX!, 到) 闭 的 。 出 

SNE=SNCENU') = (SNU) NE, (C11) 
即 革 SNE 是 E 中 的 oC(X’, 其) 闭 集 ， 

充分 性 ， 对 每 个 口 E WEX), 0 是 等 度 连 续集 合 , 所 以 SN 
不 中 中 的 0 CX', 对 ) 闭 集 。 册 Alaoglu-Bonrbaki 定理 ，0? 是 
V(X 对) 紧 集 ,所 以 SN 是/ 中 的 otX',XX) 紧 子 集 。 证 些 . 

容易 惹 道 ，o(X', XX》 闭 集 一 定 是 aw* 闭 集 。 设 XX' 中 的 sw* 
闭 抹 全 体 为 委 ， 则 久 对 集合 的 有 限 妖 和 三 意 个 集 的 交 运 算 旦 封 
闭 的 。 由 此 在 半 上 可 忆 构 造 一 个 朱 扑 ， 使 得 沼 是 它 的 闭 集 全 
体 , 称 为 aw* 括 盾 。 由 具体 构造 ， 我 们 知道 ， 下 /上 的 aw* 拓扑 是 
渤 足 下 述 条 件 的 最 强 拓扑 ， 使 得 在 每 个 等 度 连 续集 合 EC 二 XX* 上 的 
深 计 和 Gt’, 义 ) 相 一 吾 、 当 然 , 革 上 的 aw* 拓 盾 一 般 可 以 不 是 向 
量 拓扑 . 

CY ew* 闭 集 经 六 移 后 他 是 aw* 闲 集 。 

证 设 S$S 是 X 中 的 aw* 闭 集 ,aE XA， 要 证 阴 S+o 世 是 anw* 
闭 果 。 设 下 喧 A' 是 等 度 连 续集 合 , 定 出 点 列 妨 E (S++a)1 咯 BE, 并且 
按 弱 * 拓 扩 950CX/ 基 )， 六 ~>y EB, 则 

y.— 0 YEB-a. 
因为 点- 了 是 等 度 连 续集 人 台 ,，$3 慎 &#w* 闭 的 , S$ 站 (E 一 42) 是 {EBE 一 
0 IB VO/ ) 财 倚 。 由 于 纺 一 20ESN CE-Q)。 记 以 yy 一 4€ 3， 


和 有 ”各 种 不 同 的 拓扑 1a6 


由 此 得 到 2yE3+o9， 这 就 证 明了 (SS+oa) 门 吾 是 吾 中 的 ofCX7， 和 7) 闭 
集 . 证 毕 . : 
对 于 局 部 臣 上 距离 空间 于 ，X 上 的 aw* 拓扑 即 是 Xi 上 的 局 部 
上 吓 加 和 量 拖 扯 工 。 同 时 也 给 出 了 amw* 拓扑 是 辣 量 拓扑 的 一 个 充分 
条 任 , 下 述 定 理 称 汶 Banach-Dieudonné 定理 ， 
定理 11 设 慌 , 工 ) 是 前 部 唔 距离 空间 ,， 则 在 其 上 ,不 述 诸 拓 
扑 都 是 相等 的 ， TT,,, Try，T0 和 aw*。 
由 此 ,加 果 外 是 局 部 三 距离 空间 , 则 /上 7T? 拓扑 是 满足 下 述 
条 人 忻 的 最 强 拓 扑 ， 使 得 在 X' 中 每 个 等 度 连 续集 合 上 的 限制 和 观 * 
拓扑 5CX’, 和) 相 一 致 。 
”证 考虑 自然 对 偶 《其 , 语 ?， 生 中 的 拓扑 T、Te、T* 分 别 是 
在 壮 路 序列 、 紧 集 . 完全 有 界 集 上 的 一 致 收 伍 拓扑 , 且 有 
TCT TCTICaw. C12) 
所 以 只 要 证 时 ,如果 8 是 aw* 闭 集 , 则 5S 必 是 T,, 财 的 妈 可 ， 由 性 
质 (V), aw* 合集 经 平移 后 仍 是 aw* 闭 的 , 记 以 不 妨 假 没 cE5. 我 
们 证 明 闪 站 UE .CT,,), 使 得 
SsNU= DH., (13) 
上 由 此 , 愉 避 对 SS 作 适 当 的 平移 ,容易 知道 SS 是 TT。 闭 的 。 
设 井 让 是 CX} 中 的 一 组 基 。 因 为 5S 是 aw* 闭 的 ，Sni9 是 
o* 六 的 ,所 以 存在 有 根 点 集 Fi 忆 X, 使 得 


RNGNUD)= @, C14) 
考 虚无 限 个 集合 Uz, SNDs、 3 以 及 {XEUI}， 它 们 的 交集 为 
UNSNPINUDECSN FINU = 四。 《15) 


但 是 因为 码 是 co* 紧 集 。 根 据 (15)， 必 须 存在 有 限 个 子 集 ， 其 交 
为 空 购 , 即 存在 有 限 点 集 F; 忆 ,使 得 
UNSNCORIUFY =UNSNFINFG= @., 16) 
因为 放大 F; 不 会 影响 (16) 式 成 立 ， 所 以 和 不妨 展 定 Fa 二 态 。 类 位 地 
存在 有 限 点 集 FaCU,， 使 得 枉 作 SN CP1U FyU P33 = 人力 . 一 般 地 
存在 有 有限 点 集 久生 Di 使 得 
NSNMA= 咖 《n= 工 2， i 17 
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其 中 As= U1{F,, 1T<ct< 对 。 现 在 令 N= [JI 4 则 N 是 入 中 的 0 序 
列 ,所 以 NENCTw, 由 于 SNNmcSNnAs, 可知 SnNenDU3= ， 
但 是 X= 8， 所 以 SNM = ,在 (13) 中 只 要 取 U=N? 即 可 。 


证 毕 。 

下 述 推 论 是 有 用 的 : 

推论 1 设 无 是 局 部 凸 距离 空间 ， 则 处 中 的 点 集 B 是 完全 有 
挤 的 充 要 条 性 为 王 色 全 在 其 收 笋 于 几 的 序列 的 均 街 趾 闭 包 中 。 

证 由 于 EVCOTD) 及 TT3=T6, 必 存 在 藉 中 加 序列 好 ,使得 
Nc 则 BCBPCNW 证 毕 . 

定理 人 2(Krein-Smulian)y 设 基 是 局 部 是 Frechet 空间 ,出 xx/ 
中 胸 每 一 个 ow* 闭 的 凸 集 是 co 二 的 。 

证 ”根据 定理 11, XX’ 上 的 每 个 aw* 闭 凸 集 S 必 是 Tt 于 的 ， 
由 于 是 完备 的 ， 根 据 定 理 4, T? 关于 对 但 人 改 , 苹 修 是 祖 容 拓扑。 
册 31 中 的 定理 5, S 必 是 o* 六 集 。 证 毕 。 

定理 13cBanach-Dieudonné》 设 瑟 是 Banach 空间 ,DD = ff 
XxX’, jf 志 1)，S 是 的 线性 于 空间， 如果 SND 是 o* 闭 的 , 则 子 
帘 闻 5 必 是 o* 团 的 

证 对 于 a>0, 容易 知道 SN 人 ff1 才 a} = a(SN DD》, 所 以 定 
理 中 的 条 件 包 合 字 是 aw* 闭 的 ,由 定理 12 其 得 。 证 毕 。 

南 于 局 部 FT Frechet 空间 是 桶 式 空 间 , 共 ”中 的 5 人 (7 7) 有 愉 集 
和 等 讼 连续 集合 是 一 致 的 , 故 肥 ， 

定理 14 设 及 是 局 部 汪 Frechet 空间 ， 则 区 中止 子 集 对 是 

or 闭 衣 充 要 条 件 为 对 于 ?中 的 每 个 o0* 有 界 0* 车 子 案 BB,，MN 
是 o* 末 的 。 

如 巢 站 此 可 分 的 局 部 凸 Frechet 空间 ， 则 大” 中 的 每 一 个 o* 
有 界 子 集 关 于 o* 拓扑 是 可 用 离 化 的 。 由 定理 14 得 到 ， 

定理 15 设 苦 是 可 分 的 局 部 中 Frechet 空间 , 则 其 中 的 是 子 
案 型 是 5 同 的 充 丰 条 挤 次 轩 是 o* 序列 闵 的 。 


87 间 完 善 介 和 和 Banach-Mackey 定理 PE- 


$7 目 完 备 集 祝 Banach-Mackey 定理 


根据 Mackey 定理 ,我 们 已 经 知道 ,局 部 凸 空间 (X, T) 中 的 有 
界 集 和 弱 有 异 集 是 一 致 的 。 在 对 外 空 间 《 和 X, 了) 的 情形 ， 如 果 在 X 
上 歌 相 容 拓扑 了, 因为 (X, TY = 站 , o(X, Y= of 和)， 所 以 仍 
可 化 为 上 述 情 形 ,得 知 蕊 中 的 每 个 ec(X, 了 } 有 界 集 必 是 了 有 界 集 ， 
从而 对 于 苹 上 的 每 个 相 容 拓扑 T 有 相 阅 的 有 界 集 。 但 是 仅仅 考 虞 
相 容 拓扑 是 不 驶 的 ， 例 如 BCX, 了) 就 不 一 定 是 相 容 拓扑 .一 般 来 
说 , 设 ( 江 , Y> 是 对 氮 空 间 ， 了 是 天上 的 可 允许 拓扑 。 记 加 = CX， 
Ty'， 则 有 中 的 ocX, X') 有 界 集 必 基 工 有 界 的 。 由 于 YcCX， 
0(X, YJcCo(X，2)， 所 以 我 们 二 股 不 能 出 0(X, Y) 有 界 性 推 得 
T 有 界 性 。 

一 下面 的 讨论 ， 对 于 对 偶 空间 的 可 多 许 拓扑 给 出 一 个 弱 有 界 集 
是 有 界 集 的 条 件 .同时 指出 ,一 个 局 部 凸 空间 和 在 什么 时 息 在 瑟 上 
关于 对 候 (X, X'} 的 所 有 可 人 允许 拓 盾 有 有 相同 欧 有 上 界 集 . 

设 苹 是 线性 空间 , 4 是 蕊 中 的 均衡 西 入 ,根据 各 张 成 线性 子 空 
间 工 = LU n4, 出 在 线性 子 空间 中 , 集 和 是 均衡 凸 豚 收 的 。 作 了 
中 党 六 的 Ninkowski 巷 酒 : 

lx = inf {A >0, XE NAY, XEY, 
出 141. 是 了 上 的 拟 范 数 , 令 N= {x|xjs= 外 是 下 的 线性 子 空间 ， 
作 商 空间 X= 了 /N， 风 x14 仅 依 带 于 zx* 在 商 空 交 中 相应 的 等 价 
类 x, 在 2x 上 定义 范 数 上 x[a= jxls, 成 为 一 个 赋 范 空间 ， 

设 苹 是 局 部 西 空间, 4 是 下 中 的 均衡 唔 有 界 子 集 ， 则 jx 是 
一 个 范 数 , 即 有 X4= [| nA4。 事实 上 ,如 xGY, x 拉 0, 必 存在 0 的 


环境 V, 使 *Ey。 又 因 4 是 有 界 集 ,存在 Xo, 使 当 | 六 [|< 之 和 时 ,大 六 
CV, 所 以 xEhA4。 推 得 jixis> 0, 2-12 是 一 个 范 数 。 如 果 进 一 步 
假设 4 是 闭 的 , 刚 和 为 赋 范 空间 和 4 的 单位 球 ， 

定 文 ” 设 和 是 局 部 凸 空间 , 奶 共 居中 均衡 口 半 有 界 党 ,如 果 上 
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述 芭 /是 一 个 Banach 空间 , 则 称 4 是 睛 完备 焦 (Banach dishy》. 
设 5《 式 , Y> 基 对 侦 空 间 ,4 是 环 中 震 街 凸 肛 有 异世 集 ， 则 于 4= 


LU #4 ,Xs 上 由 上 "有 4 决定 的 拓扑 强 于 olX, Y) 在 Xe 上 的 导出 拓 


扑 . 
事实 上 ,有 取 苹 中 8 的 任 一 弱 拓 朱 环 境 
W= {x||fx) | <e, 1=1, ,1}, 
其 中 fi€EY， 由 于 妇 是 弱 有 者 集 ,sup | 有 (xX)|= Mj 牵 0， 令 硅 = 
max Ag， 则 当 X< i 时 , AACW, 记忆 


(x€E Rslixla<i) CAACW NR, 
这 就 是 说 外. 范 数 拓扑 二 0, YY | 
1》 设 ( 式 , 个 ) 是 局 部 凸 空间 ,有 妇 蚌 关中 的 均衡 凸 羡 有 界 集 , 并 
瑟 序 询 完 备 , 刚 4 是 目 完 务 集 。 


证 由 条 件 X4=【J nm4cX, 由 于 有 和 界 集 4 被 (X, T) 中 的 每 


个 0 的 环境 极 收 ,所 以 Xs 上 的 荡 数 二 12 拓扑 强 于 了 在 和 上 的 导 
出 拓扑 。 并 且 和 = xijxjz 志 是 CX, TT) 抽 的 读 集 ,上 由 假设 ，A 号 
序列 完备 的 , 则 根据 第 二 章 入 中 的 定理 2, 4 关于 上 .i4 范 数 拓扑 
也 是 序列 完备 的 。 扼 可 推 得 (Xs, .44) 是 一 个 Banach 空间 。 证 
毕 ， 

由 此 得 到 ， 

《ID 如果 局 部 号 空间 (XX, T) 是 序列 完备 的 , 由 中 的 每 个 艾 
稀 凹 闭 有 界 子 集 是 自 完备 集 ， 

定理 1 设 <, Y) 是 对 偶 空 间 , 光 是 Y 中 均衡 同 弱 有 界 子 集 
族 ， 并 且 细 中 的 集 全 体 在 了 中 张 成 弱 稠 密 线 性 子 空间 , 于 是 

(9) 下 中 每 一 个 上 完备 的 均衡 凸 oC(X, 了 ) 逆 .ol(X, Y)y 有 输 子 
拧 各 关于 Te 所 扑 基 有 界 集 。 

tb》 可 时 每 一 个 EE 绑 是 自 完 备 集 , 则 于 中 的 每 一 个 0CX,Y) 
有 界 集 4 关于 了 sg 拓扑 有 界 。 

证 Ca) 革 上 的 一 致 收 伍 招 扑 Te 出 氢 范 数 族 {p?(x), BE 起 ) 
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决定 ,其 中 p? 了 (x) = sup | x, Y» |。 由 于 淄 中 的 集 的 全 体 在 Y 中 张 


成 CgY, X) 和 再 审 子 空间 , 所 以 Te 是 分 离 的 。 由 假设 ， 上 4 是 次 中 自 
完 关 均衡 凹 弱 闭 弱 有 和 界 集 ,<Xs, 下 1 是 Banach 空间 。 力 了 证 明 
态 是 Tg 有 和 界 ， 内 要 证 明 对 于 每 个 BE 多, ps(4)< co 即 可 。 

事实 上 , 对 于 EY Y(X) = 《x, 入 是 (KX, o(X, Y)) 上 的 连续 
线性 泛 画 ， 情 此 把 4 良 制 在 (XK4，efX YY) 1x,Y 上 也 是 连续 和 的。 出 
于 在 Xs 上 44s 范 数 拓扑 强 于 oY 了 |x 记忆 gE CK 1 177， 
对 于 每 一 个 BE 鹃 ， 笑 = 他, YE B} 是 Banach 空间 (Xi, 1.1) 上 
的 一 族 连 续 线 人 性 泛 画 。 即 BC Xi, 上 上 :10 '。 因 为 B 是 olY, X) 有 
剧 集 ,对 于 EE 过 js, 有 

50D| yx) | = sup|lx, $1 < oo. 

所 以 旦 是 (Xa, :1 中 聘 * 有 界 集 ， 根 据 共 网 定理 ,， 虽 是 强 有 和 界 


| 的 ， 
sup sup [x, | <se。 


YU 
由 此 sup p(X) =sup Sup | xs ?| 三品。 证 上 毕 ， 
Cb 当做 好， 如 有 条 每 个 五 所 下 其 上 完备 全， 则 《oj -15 
是 Banach 空间 。 妨 为 上 是 天 中 的 有, YY)》 有 界 集 ， 所 以 对 每 个 
YEY Ss, sup | 《EY | ~ oo, 由 共鸣 定理 推 得 
sup pCXY = sup sup [x, | 到 ce 
如 知 态 关于 Ts 契 有 界 和 的 .证 毕 ， 
推论 1 设 * 卫 , 了 》 是 对 偶 空 间 ， 则 了 中 的 每 一 沾 自 完备 的 均 
衡 凸 弱 有 办 弱 闲 集 太 是 强 有 界 集 ( 即 BY , 关 ) 拓扑 有 界 集 >) 


推论 公司 。 工 僵 间 ， 莹 姑 共 固 空 间 , 则 X' 中 的 
每 一 个 沟 衡 凸 约 " 紧 子 集 是 强 有 界 的 。 


十 释 串 下 然 对 偶 <3, 7 )， 央 为 XX 中 每 一 个 均衡 凸 弱 * 紧 
子 集 必 定 是 oCX', 下 ) 完备 的 。 根 据 性 质 (1)， 一 定 是 自 完备 集 ， 

推论 8 设 (X, T) 是 局 部 本 空间 ， 并 且 瑟 中 的 每 一 个 有 界 集 

一 定 包 含 在 某 自 完备 的 均衡 凸 闭 有 有 界 集 中 《这 禅 的 局 部 凸 空间 称 
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为 局 部 完备 的 }; 则 芭 ' 中 的 每 一 个 弱 * 有 界 集 必 强 有 昼 。 

设 X 是 局 部 同 空 间 ，X/ 是 共 因 空 间 。 考 赔 XX 中 由 功 子 集 组 
成 的 祭 类 ， 分 别 以 ZC(Z ,多 ) 天 示 X 中 的 等 度 连 续 ( 相 对 弱 * 
紧 , 强 有 界 , 弱 * 有 界 》 均 衔 凸 子 集 全 体 。 恕 果 关 是 Banach 空间 , 山 
这 些 集 类 是 相同 的 。 对 于 一 般 的 局 部 是 空间， 出 Aiaoglu 定理 其 
及 推论 3 可 知道 ,一 定 有 下 广 包 售 关 系 ， 

CEC, 


其 中 每 一 仿 包 售 关 系 者 可 能 是 真正 的 包含 而 不 相等 。 
利用 定理 1 可 以 给 Mackey 定理 另 一 个 证 时。 
定理 (Mackey》 设 5X, 了 > 是 对 候 空 间 , 划 对 革 上 的 性 一 相符 
拓扑 T 具 有 相同 的 有 界 集 、 
证 证 上 CX 是 cf 人 TD) 有 外 和 扔 。 忆 是 ( 才 ，T 中 省 的 任 一 均 
街 占 阿 环 嫉 , 则 也 也 是 弱 疼 和 的。 根据 双 胡 定 理 ,C = WH Alaoglu 
定 轩 林涛 道 , 9 是 了 中 oY , 革 ) 紧 子 集 。 由 推 沦 2 可知，0? 是 强 
有 界 集 。 从 而 邑 知 
SUup Sup lx, fy| =sup pA = M< oo0, 
上 斋 疾 盐 站 寿 本 让 TE 


由 此 ACMUW" = MU，4 是 工 有 界 集 。 又 由 oC(X, Y)CT, T 有 界 
集 必 为 弱 有 界 。 所 以 ,对 瑟 上 任 一 相 容 拓扑 了 , T 有 界 集 和 弱 有 有 办 
集 一 致 , 从 而 对 每 个 相 容 拓扑 ,月 相同 的 有 界 集 . 证 毕 。 

定理 2(Banach-Mackey 定理 ) 设 关 是 局 部 西 空间 , 划 基 中 本 
一 序列 完备 均 千 凸 闭 有 界 子 集 必 想 强 有 过 由 ( 即 P(X, 了》 有 有 界 )， 
特别 是 ,在 序列 完备 的 局 部 凸 空 间 中 ,每 个 有 界 集 是 覃 有 界 的 。 

证 ”考虑 自然 对 个 (X, X )》, 取 多 为 X’ 中 的 均衡 同 oCX’,XX) 
有 界 子 集 全 体 ,由 性 质 ( 玉 和 定理 1 邢 知 。 证 毕 。 

定理 3 设 局 部 汪 空 间 下 是 序列 完备 汐 , 则 

C4》 Xr’ 中 的 每 个 弱 * 有 界 集 必 为 强 有 界 ; 

Cb) X 中 的 每 个 桶 必 吸 收 一 切 有 界 集 ; 

(ce》XX 上 的 每 个 下 尘 连 续 拟 范 数 必 在 任 一 有 界 集 上 有 界 。, 

证 《〈c)，(b)，(c) 相 互 等 价 人 性 是 容易 证 明 的 。 考 虑 上身 热 对 需 


7 目 完 善举 利 Banach-Mackey 定理 如 所 


* 必 * 汪 2 了 权 过 是 大 中 的 均衡 严 闭 有 界 子 集 全 体 , 则 根据 性 质 (1)， 
绍 中 每 个 集 是 自 完 竺 的 。 再 出 定理 1 的 (5) 好 得 (9). 证 毕 . 

系 设 基 是 序列 完善 的 局 部 凸 空间 , { 天 ;是 和 上 的 一 列 连 续 线 
性 泛 函 , 并 且 对 于 每 个 XEX, lim 万 C) = Cx)。， 则 f(x) 必 是 XX 上 
的 有 界线 性 泛 函 。 

证 容易 知道 ，fEX” 是 X 上 线性 泛 函 。 由 条件 似 }CX' 是 
cf XA) 村 界 集 , 从 而 由 定理 3 的 {0) 必 是 强 和 有 有 界 入 。 所 以 对 于 XX 
中 的 任 一 有 界 集 六， 有 M4= sup pj) < co 由 此 

sup] fx) [MA co n= 1, 2,..…), 


全 下 得 
sup| 1C(x) | < Ma< co- 


让 f(x) 在 每 个 有 界 集 上 有 办 。 证 些 . 

定 尽 设 {( 人 ,了 ) 是 局 部 上 是 室 间 ,如 捍 天 的 每 个 有 界 集 是 BCX， 
XX 有 界 的 ， 则 称 (XX, T) 为 Banach-Mackey 空间 。 证 (X, YY 是 对 
偶 空 间 。 如 果 总 中 所 有 的 有 界 集 ( 即 (X,Y 了 有 界 } 是 强 痛 界 即 
8 (X,Y) 有 界 ) 的 ， 则 称 对 侦 空间 <X, 了 了， 为 Banach-Mackey 对 


俩 、 

报 据 上 述 定 义 , 如 果 苹 是 Banach-Mackey 空间 ， 考 虑 自然 对 
偶 < 半 ,XX 个 ， 则 在 对 上 的 所 有 可 允许 拓扑 都 有 相向 的 有 和 界 集 .。 桶 式 
空间 是 Banach-Mackey 空间 的 平凡 例子 。 册 Banach-Mackey 定 
理 可 知道 ,每 个 序列 完备 的 局 部 上 空间 是 Banach-Mackey 空间 ， 

”定理 4 如果: 于, Y》 是 Banach-Mackey 对 偶 , 风 <Y ,XY) 忆 也 


是 Banach-Mackey 对 个 。 

证 设 A 是 了 中 任 一 0CY, 外》 有 界 集 ， 令 BB 是 了 中 0 的 任 一 
BCY ,六 ) 拓 扑 环 境 , 由 于 了 中 的 olY, 关 ) 桶 全 体 蚌 0 点 BCY ,XX) 岳 
扑 环 境 基 。 不 入 设 上 蚌 一 个 oeY ,对 ) 桶 .如果 能 证 明太 被 吸收 ， 
则 即 短 和 是 Br XI) 有 界 集 ,7 ,下 ? 是 Banach-Mackey 对 个 。 

事实 上 ,可知 了 是 cfCX 荆 ) 有 愉 集 ,而 40E.fCRX Y)), 由 
假定 4 局， Y > 是 Banach-Macke 对 偶 ,， 所 以 于 被 4 吸收 ,由 此 ,4 
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被 号 " = 互 豚 收 . 证 毕 。 
下 面 先 证 一 个 引 理 ， 
引 理 ” 设 关 是 线性 空间 ， 有 ,8B 分 别 是 关中 的 子 梨 , 则 均衡 凸 
集 和 吸收 召 的 充 要 条 件 为 ;对 于 也 中 任意 一 可 列子 梨 {bn) (= 1， 


…) 人 必 豚 收 集合 | sn= 1,， 2,… 1 

证 ”只 要 证 明 充 分 竹 ， 用 反 证 法 ， 如 果 A 不 玻 收 妃 ， 骨 Be 
nAm=1,2, 证 和 ， 则 由 于 一 b, ERA， 所 以 丰 不 吸 
收集 和 ,n=1, 2,… |. 这 与 引 理 的 假设 玫 盾 。 证 毕 ， 


.， ”定理 5 设 X 是 局 部 凸 空间 ,并 具有 凸 紧 性 ,出 X 是 Banach- 
Mackey 尝 间 。 2 

证 根据 定理 4， 只 要 证 明 《< 了 /区 》 是 Banach~-Mackey 对 假 
即 可 。 设 4 是 成 中 的 oCX’,X) 有 界 集 。 任 取 义 中 的 有 办 集 BB, 则 
BrYE NCBCX',X))， 由 于 这 种 Be 全 体 移 成 0 点 BCX’, X) 拓扑 环 
境 基 ,所 以 只 要 证 明 B? 吸收 4, 即 可 知 么 是 8CX, X) 有 界 集 。 从 
而 定理 得 证 

事实 上 ， 任 取 一 列 元 buE B， 令 S= | 和 ,nm= 1 2,… ,由 于 
B 是 有 界 集 ， 所 以 lim 宫 = 0,.SU {0} 是 XX 中 的 紧 集 、 由 假设 局 部 


凹 室 间 臣 具 有 是 紧 性 ， 记 以 SU 1 的 均衡 凸 包 53 是 紧 注 。 从 而 
是 弱 紧 的 , 则 由 $5 Mackey~Arens 定理 可 知 ,S" 是 CX’, T(X’, 半 )) 
上 的 等 度 连 续集 合 。 则 根据 $6 中 的 DS™ 是 A(X, 仆 有 界 集 ，。 
EB DY， 所 以 A 肯 收 人 9 惕 阴 收 5， 由 引 理 可 知 ， 
4 吸收 集 吾 , 从 而 如 最 上 由 4， 证 堪 , 

系 ” 设 和 是 局 询 凸 线性 距离 宝 间 , 则 (人 用 ) ) 是 Banach- 
Mackey 空间 |， TT 

证 ”雪人 慨 婉 芭 吓 围 竺 后 ,出 3 苦 了 世 是 azir 空间 ,出 根据 
86 定 开 站 话 推 论 ， CX/ BOX’, 天)) 是 完备 的 , 故 根 据 定理 5, CX 
RX', XX) 是 Banach-Mackey 空间 。 证 毕 ， 


$3 Grothendieck 完备 性 定理 了 全 了 
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对 于 局 部 凸 线 性 朱 扑 空间 刁 ， 我 们 己 又 知道 有 两 种 方法 可 以 
给 出 它 的 完 务 化 局 部 凸 空间 (严格 地 讲 是 完备 包 )?。 第 一 种 方法 夭 
把 多 看 作 一致 姓 空间 引入 的 完备 化 ; 另 一 种 方法 是 把 湛 报 入 
Banach 空间 的 拓扑 积 。 在 本 节 中 ,我 们 投 述 由 Grothendieck 引入 
的 完备 化 构造 。 

定理 1(Grothendieck 完备 性 定理 ) 设 {了 X,Y》 是 对 偶 空间 ， 
乡 是 Y 中 由 均衡 凸 芯 闭 红 有 界 子 集 组 成 的 集 族 , 满足 下 述 条 件 ， 

(a) UB, BE BG} =Y, 

Cb》 机 BB1,B:E 多, 则 必 存 在 BsE 避 , 使 得 BC 二 Bs, BCDB; 

我 们 记 Xe 为 Y 上 满足 如 下 条 件 的 线性 泛 函 了 的 全 体 组 成 的 
线 注 空间 ， 了 在 每 一 个 BE 名 上 的 限制 是 olY, X) 连 续 的 ， 奶 果 
在 Xe 上 引进 宪 因 中 集 上 的 一 致 收 笋 折 扑 全， 出 (sp, Fg) 是 完 
备 局 部 凸 空间 。 并 且 (X, Tg) 是 ( 台 g, 了 8) 的 短 密 子 空间 。 

证 容易 知道 ,Xs 是 一 个 线性 空间 。 并 有 包含 关系 XCXec 
Y"， 其 中 Y" 表示 了 上 线性 泛 画 全 体 。 

考虑 对 侦 (Y 了 ,Xsg》, 则 对 于 每 个 BE 静 是 cy,X5? 有 措 的 ， 
事实 -FF ,如果 BE 鹃 , 对 任 一 了 EXg, 只 要 证 明 人 怒 是 有 界 的 。 任 
意 取 一 列 和 19 生 B, 几 于 百 E 是 均衡 抽 egY ， 到) 有 界 和 集 , 所 以 

1 
有 


由 假定 fE Xe, 在 互 上 是 or， X) 连 续 的 ,所 以 


1 1 
fd) = (0. 
因而 fCB8) 是 有 有 界 案 。 z 
由 于 条 人 忻 (9), UJ {8，BE 梁 ) =Y， 集 族 绍 可 以 看 作 Y 丫 上 关 
于 <Y, Xs) 的 可 人 允许 集 族 。- 
下 面 证 明 Xg 按 人 上 一 致 妆 侣 拓扑 eg 太 完备 的 。 设 xy 蚌 


as: EB， 并 且 Gn A 0. 


1 如 个 第 三 章 对 人 帆 性 


Cs, 个 g) 中 的 基本 定向 点 列 。 册 于 他 e 一 o( 和 wp,Y)， 必 存在 XE 
,使 得 在 Y 上 交点 点 收 伍 到 *, :并 且 在 多 的 每 个 集 上 是 一 至 
下 各 的 - 因此 其 在 每 个 BE 上 基 oY,， 和 的 (CXg, Ta) 
完备 。 
出 条 件 ( 约 知道 , 氢 范 数 族 fp8x)， BE 多 ) 是 局 部 目 空 间 (Xg， 
Ts) 上 的 连续 拟 范 数 基 , 其 中 pzKx) = supj 《y, Xx》], xEXg。 为 了 


证 明 (X, Tg) 是 (Xsg, Te) 的 稠密 子 空 间 , 只 要 证 明 ， 对 于 任 一 xc 
Xg, 及 每 一 个 BE 轨 和 8>0, 必 存 在 xEX， 使 得 ps (x x)<s， 
这 可 由 下 述 定理 推 得 ， 
定理 2( 台 近 定 理 ) 设 (X, Y》 是 对 偶 空 间 ，B 是 了 中 均衡 凸 
弱 读 集 。 如 果 Y 上 的 线性 泛 画 3 在 B 上 揭 限 删 是 弱 连 续 的 ， 册 
入 必 属 于 苹 按 BB 上 一 致 收 敏 范 数 p23(x) 的 完备 化 空间 ,这 就 是 说 ， 
对 于 任 一 e>0, 必 存 在 xEX, 使 得 
| x, yo— < ye, YEB., 《1 ) 
证 记 Y* 为 Y 上 的 线性 泛 函 人 全体 组 成 的 线性 空间 ， 刚 成 可 
着 作 Y" 的 子 空间 。 由 搬 设 久 在 巨 上 弱 连 续 ， 故 对 于 任 一 =>0， 
必 存 在 Y 中 0 的 ofY,.X) 折 扑 环境 V, 便当 yEBNYVY 时 ,有 
ly*, |e, (2) 
考 虚 对 全 <Y", Y》， 则 根据 (2), s/sE LBNV]L*。 不 失 一 般 性 ， 
设 V=LF3， 其 中 FF 是 外 中 的 有 限 点 集 。 丸 由 于 BB 是 了 中 均衡 凸 
o(Y , 义 ) 闭 子 集 ,根据 双 极 定理 ,B= [5B 访 防 , 所 以 
[BNVIY* = CEBIY U FI := CT CCBIY U FY J3 rs,7), 
其 中 F( 有 4) 下 示 和 集 妃 的 均衡 古 包 。 令 下 为 集 F 的 均衡 而 ocY*, YY) 
闭 包 、 贞 于 天 属于 有 限 维 子 空间 , 所 以 K 是 Y" 中 的 o(Y*, 了 ) 紧 
集 ,并 且 KKCX。 因 此 ,5[BJ%*+ 玉 是 Y* 中 的 olY', Y》 闭 凸 集 。 因 
而 


吊 
到 ELBNVIt CCBIL + KK. 


由 此 必 存 在 一 点 x EKCX, 使 得 名 /exrE [Bt。 令 x= exr， 
即 得 y* 一 xE e[BI%:, 这 就 是 (1) 式 ,证 毕 。 
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下 面 给 出 定理 1 的 重要 推论 : 

推论 1 在 定理 工 的 条 件 下 , 局 部 凸 空间 (XX, Te) 是 完备 的 充 
枝条 件 为 : 如 果 了 是 YY 上 的 线性 泛 通 ， 妇 制 在 每 个 BE 下 上 是 
(YX 连续 的 。 则 了 必 是 adY, 7) 连续 的 , 即 GE 工 。 

设 了 是 Y 上 的 线性 泛 男 ， 则 My = 世 | 的 = 分 是 了 中 的 极 太 
线性 子 空间 。 线 性 应 画 了 和 极 大 线性 子 空 间 并 不 是 一 一 对 应 的 ， 
如 果 刻 = cj, 则 显然 有 = Nf;。 反 过 来 ,如 果 已 知 NA = Njs, 则 
由 81 中 有 的 引 理 1 知 有 入 = cfo。 所 以 Y 上 每 个 极 大 线性 子 空间 精 克 
到 一 个 常数 丙 子 和 线性 泛 通 一 意 对 应 。 由 于 了 是 afY, 站) 连续 的 
充 要 条 件 为 Nj 是 c(Y，X) 闭 的 。 了 在 均衡 凸 集中 上 的 限制 是 
0(Y , 么 ) 和 连续 的 充 要 条 任 汐 NN B 在 B 中 是 弱 闭 的 (出 第 一 章 33 
中 的 定理 3)。 由 于 8 是 gaCY, 久 ) 闭 的 ， 故 充 下 条件 为 和 Ny 站 BB 是 
OY, 六) 闭 的 。 由 此 我 们 得 到 推论 的 等 伯 形 式 ， 

推论 1 在 定理 1 的 条 件 焉 ,局 部 四 空间 (和 ,Te 是 完备 的 充 
经 条 忻 为 ， 对 于 YY 中 的 超 平 面 卫 ,如果 和 过 中 每 个 从 的 交集 是 
oCY, 下) 闭 的 , 则 吾 本 身 记 是 olY, 区} 闭 的 ， 

在 第 4 章 33 中 ,将 基于 上 述 形式 对 完备 性 概念 作 推 广 。 

定义 ”在 定理 工 中 所 构造 的 局 部 西 空间 ( 芝 gw,fs ) 称 为 局 部 是 

字 间 {于 ,Tg) 的 Grothendieck 完备 化 ， 

设 基 是 局 部 后 宝山。 考虑 自然 对 偶 《X， 区"'>， 取 为 区 中 的 
等 府 连 毕 集 合 全 体 , 则 {Xsg; To) 即 是 局 部 凸 空 间 和 的 完备 化 ， 利 
以 前 一 样 ,我 们 知道 完备 化 空间 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 ， 

误 5 有 YY > 是 南 侦 至 间 ， 如 在 “上 上 取 想 符 尝 折 扑 了 工 , 则 可 以 化 为 
自然 对 蛋 5《X。 X 7 的 情形 。 

定理 3 设 且 是 局 部 疝 空 间 ， 则 是 完备 的 充 要 和 条件 汶 ，X/ 
上 的 线性 泛 画 wp， 如 果 在 XX 中 每 个 等 度 连 续集 人 台 上 rc (XX', 区 } 连 
续 , 则 9 在 关上 oCX', 下) 连续 , 即 PEX。 

: 证 理 4 设 芭 其 局 部 凸 空 间 , 刚 天 ” 关于 强 拓 扑 BT’ 区 ) 基 完 
备 的 充 要 条 人 性 为。 瑟 上 的 线性 证 于 六 如 果 在 蕊 的 每 个 有 愤 混 上 
连续 , 则 了 在 整个 天 二 连 续 。 * 
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证 . 考 虚 自然 对 仿 < 久 ,区 》。 令 澳 是 名 中 的 有 界 案 全 体 ， 由 
Mackey 和 定理 知 ， 天 中 的 有 界 集 和 0(X, 到 ') 有 界 集 是 一 致 的 。 令 
涩 | 是 天 中 均衡 凸 闭 有 界 集 全 体 , 则 比 | 是 党 的 基本 子 集 族 ,所 以 
BCX',X) = Tg = 了 Tg。 根据 定理 1 ，(X' ,BCX’, X)) 是 完备 的 充 要 
委 件 为 ， 式 上 的 线性 泛 示 了 如 果 在 每 个 4E 履 !: 上 otX, 大 ) 连续 ， 
则 ff 各 。 即 了 是 王 工 连续 线性 泛 逊 。 由 于 4 是 均衡 占 闭 集 , 由 第 
一 章 89 中 的 定理 3 可 知 , 线性 泛 函 了 在 4 上 oC(X, X') 连 续 的 充 要 
案件 为 了 在 4 上 上 连续。 上述 条 件 等 价 于 如 果 了 在 每 个 4E 用, 上 
连续 ,网 fEX'。 而 这 个 又 和 定理 4 的 结论 等 价 。 证 毕 . 

定理 4 可 以 用 几何 语言 叙述 如 下 ， 证 工 是 局 部 凸 空间 , XX/ 关 
于 强 拓扑 完备 的 充 要 条 件 为 : X 的 任 一 超 平 面 W， 如 果 同 每 个 有 
”办 均衡 丁 闭 集 的 交 是 押 的 , 则 六 是 闭 的 。 

在 86 的 定理 9 中 我 们 证 明了 :对 于 局 部 凸 空 间 (X, T), X/ 中 
T? 拓扑 是 氏 足 下 述 条 件 的 最 强 可 允许 拓 扑 , 使 得 在 每 个 等 座 连 续 
集合 上 和 oCX’, X) 一 致 。 下 述 定理 说 明 ， 当 (XX, TT) 是 完备 时 ;，T? 
是 满足 上 述 条 件 的 最 强 局 部 凸 拓扑， 不 再 狠 制 可 允许 拓扑 这 个 条 
件 。 

定理 5(Ptak' .Sechwartz) 设 (X, T) 是 完备 的 局 部 四 空间。 则 
X" 中 的 每 一 个 均 街 凸 集 站 是 (XIT0 中 旨 的 环境 的 完 更 条 体 为 ， 
对 于 每 一 个 均衡 轧 等 度 连续 集合 E, VNE 是 EE 中 0 的 oCX’, XX) 


， 环境 . 


证 呈 要 证 明 充 分 性 ， 令 YY 是 所 有 满足 上 于 条 件 的 了 的 全 
体 ， 根 据 第 二 章 的 内 和 容 容 易 知道 ,以 为 局 部 基 决 定 唯 一 的 局 部 
凸 招 乓 Ti, 我 们 证 明 工 = 并 ， 

考区 局 部 耳 空 间 (X’, T1), 讶 中 是 其 上 任 一 连续 钱 人 性 泛 琴 ,出 
在 及 ' 中 每 个 均衡 凸 等 度 连 续集 合 E 上 是 50 XX) 连 续 的 。 因 
亲 { 芝 ,了 T} 是 完备 的 ,区 Grothendieck 定理 半音 丘 基 , 妈 CX/ TIY’ = 
去。 Ti 是 XX 上 活 于 < 芝 , 攻 人 的 相 容 拓扑 ， 则 工 拓扑 等 于 在 (了 XX 中 
关于 Ti 的) 均衡 凸 等 度 连续 集合 全 体 cr 上 的 一 致 收 伍 拓扑 。 

设 己 E ns 是 人 中 关于 T 的 等 度 连 续集 合 。 因 汐 人 TD 
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= 天 ,由 上 Iaoglu 定理 类，F 是 o(X%, 站) 完全 有 界 和 的 。 由 $6 中 的 
定理 $5 有 可 庆 ， 在 F 上 9X XX 和 TY 拓扑 一 至， 了 即 0(X, 二 |]F= 
TP? s。 记 以 由 36 中 的 引 理 2 可 知 ，F 也 是 Ti 完全 有 界 集 。 如 果 
能 证 明 工 TI, 则 FF 必 也 是 TT 完全 有 界 集 。 从 而 有 rm 上 一 致 收 伍 
拓扑 五 之 天 。 另 一 方面 ,由 和 定 交 总 知 TecCT， 所 以 T= 了 TT? 
于 曾 证 明了 和 己 刀 。 设 百 为 关中 的 均 街 喇 工 等 度 连续 集合 。 由 
定理 符 条 件 Teg=cfX As 则 由 三 是 cf. 多 }) 完 全 有 界 而 推 
得 EE 是 TT 完全 有 和 界 , 庙 如 TCTI。 证 毕 。 
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一 ， 栖 式 空间 和 所 桶 式 空间 

在 第 二 章 §1 中 ,我 们 引入 了 捅 式 空间 和 图 空间 前 概念 。 

定义 ”在 局 部 凸 空间 成 中 , 如 果 每 个 桶 都 是 0 的 环境 , 则 称臣 
为 精 式 空间 。 

定理 1 设 天 是 第 二 纳 的 局 部 把 空间 , 则 长 是 到 式 空间 。 

证 ” 设 了 是 一 个 桶 ， 则 X= (| n7。 由 于 入 是 第 二 纲 集 , 故 至 
少 在 一 个 HT 和 包 会 一 个 内 点 ,由 此 32 = 了 工 - 了 是 0 的 环境 。 证 毕 。 

定理 2 设 艾 是 局 课 凸 空间 , 刚 下 述 诸 条 任 是 等 协 的 : 

(Ca) 天 是 情 式 宅 周 ; 

(b)X 中 的 每 个 桶 是 0 的 环境 ， 

fc) 天 上 的 每 个 下 半 连 续 拟 范 数 是 连续 的 

(d) 发 上 的 折 扯 和 成 式 , 忒 7) 一 玛 

ce》 在 六 /中 每 个 oCX’, 基 ?有 界 集 是 等 订 连 续 的 ; 


(f) 天 是 Mackey 空间 ,并 有 耳 六 ”关于 oCX”, XI 拓扑 是 有 界 完 
省 的 。 


证 由 $2 中 的 引 理 1 和 定理 4 以 及 $6 中 的 性 质 (ID 知 ， 
cay、Cb)、Ce)、Cd)、 C6) 是 等 昼 的 。(e2 二 (让); 考虑 目 然 对 网 和， 
KX'》, 由 于 X/’ 中 的 每 个 均衡 是 0CX',X》 紧 子 集 是 0(X', X) 有 界 
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的 ， 出 (2) 知 是 等 度 连 续 和 的 ， 所 以 苹 上 前 拓扑 Tr (CX, XY， 由 
Mackey~Arens 定理 知 工 = T( 光 , 个, 即 基 是 Mackey 空间 .同时 ， 
由 (e) ,XX 上 每 个 0LX', X》 有 界 集 是 等 度 连 续 的 , 则 由 Alaoglu- 
Bourbaki 定理 知 是 相对 otX', 7 里 的 。 由 此 知 三 是 gt! 环 ) 有 
界 完 兰 的 。( 力 一 人， 设 区 是 到 中 的 -个 棚 ， 风 如 是 关中 的 
0 《XK', 真 ) 有 界 闭 集 ， 掉 据 ( 有 ，(Z ,oC ,XX)) 是 有 界 完备 的 ， 鼓 
09 是 oCX/, 其) 紧 的 。 出 区 是 Mackey 空间 知 U=UW 是 XX 中 0 的 
了 环 席 , 即 知 基 是 桶 式 空 间 。 证 毕 。 

推论 1 设 半 是 桶 式 空间 ， 则 CCX, oCX/, 名 )) 是 序列 完备 鸭 ， 
所 以 对 熙 上 关于 < 开 ? 的 每 个 可 多 许 声 扑 二 序列 完备 的 ， 

定理 3 设 科 是 桶 式 空 间 , 了 是 局 部 凸 空间 , { 六 } 是 下 到 站 的 
连续 线性 映照 序列 ，9 XY 了 是 线性 映照。 如 果 对 于 每 个 xEX， 
fx 一 BCx2。 则 9 是 连续 的 。 


证 设 VeNWCY) 是 一 个 桶 , 令 U= 门 六 ICVY) , 则 UU 是 均衡 四 


闭 集 ， 由 于 对 每 个 xEX，{ 天 CX)} 是 收 敦 点 列 ， 所 以 是 有 界 的 , 能 
被 YF 吸收 ,由 此 x* 能 被 吕 最 收 。 从 而 可 知道 UU 是 关中 的 一 个 桶 ,由 
假定 和 革 是 桶 式 空间 ,所 以 UEAAUAY。 由 天 (DO)CY, 以 及 VV 是 闭 的 
可 知 HOYCV, 即 知 g 是 连续 的 。 证 毕 ， 

在 无 很 维 线性 空间 上 研 以 最 强 局 部 凸 哲 扑 ( 参 阅 第 二 章 $6 中 
的 例 3? 是 第 一 纲 的 柚 式 空间 ,正面 是 有 界 完 备 但 不 是 完备 的 例子 ， 

例 1 设 XX 咏 精 式 空间 ,但 XX*， 则 (X’, oCX',X)) 是 CX"， 
g(t") 中 釉 窗 的 寺 界 守备 有 的 于 空间, 但 小 必 完 备 胆 ， 

由 定理 2, 如 果 TCX, 了 了) 是 桶 式 的 , 刚 必 右 T(E, YY 了) = PACX,Y)， 
但 基 一 舱 来 说 ,BC(X, 站 不 一 定 是 桶 式 的 . 

设 < 了 ,YY 总 对 偶 空 间 ， 在 了 上 取 强 拓扑 BCY, 及 )。 则 其 上 
关于 Y 了 中 强 有 界 集 全 和 体 上 一 致 收 合 的 拓扑 称 为 拟 强 拓扑 ， 记 为 
Br(X，Y), 显然 有 户主， Y 了 CAPO, YY). 

定 尽 ” 设 革 是 局 部 凸 空间 ， 如 果 开 上 每 个 下 半 连 续 且 在 每 小 
有 和 噶 灌 上 三 界 的 拟 范 数 是 连续 的 , 则 称 基 为 氛 桶 式 的。 
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定理 4 设 其 莅 司 庙 互 空间 , 则 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

CQ) 是 所 定式 空间 ; 

CPD》 妆 中 吸收 每 个 有 界 集 的 福 是 0 的 环境 ; 

(c) 一 切 下 半 连 续 拟 范 数 , 如 在 每 个 有 蜡 集 上 有 界 , 出 必定 连 
时 

Cd) 过 上 的 拓扑 和 六 (六 ,及 个 是 一 致 的 ; 

《2) X’ 中 的 每 个 强 有 界 集 是 等 度 连 续 的 3 

Cf) 是 Mackey 空间 ， 且 XX’ 中 的 每 个 强 有 界 集 是 相对 弱 * 
紧 的 。 

证 证 明和 害 理 1 是 类 似 的 。 只 要 考虑 到 由 Banach 一 Mackey 
定理 知 * 中 的 每 个 均衡 凸 弱 * 紧 子 集 是 强 有 界 的 。 证 毕 。 

显然 , 桶 式 空间 一 定 是 拟 精 式 空间 ,但 有 :; 

《和 序列 完备 的 拟 桶 式 室 间 是 栖 式 空间 。 

证 设 且 是 序列 完备 的 ， 由 Banach-Mackey 定理 知 区 中 的 
强 有 界 集 和 弱 * 有 界 集 是 一 致 的 。 由 定理 1 的 (e) 及 定 旦 3 的 (€) 
即 知 。 

由 定理 4 的 (e) 即 得 下 述 结论 : z 
CI 所 桶 式 空 间 及 的 强 对 偶 (X/， BX/*，X)》 是 有 界 完 备 
有 的。 

(I 设 坟 是 桶 式 ( 拟 桶 了 式 ) 空 间 , 刚 于 中 的 每 个 缠 *( 强 ) 紧 集 
的 是 玫 强 ) 河 四 包 是 弱 《5 强 ) 紧 的 。 

对 于 人 所 ) 桶 式 空 间 的 归纳 拓扑 仍 是 < 氢 ) 桶 式 的 ”这 一 点 ， 我 
们 已 在 第 二 章 站 中 证 有 明了。 对 于 投影 拓扑 则 没有 如 上 绪论 ,但 有 

IY 所 ) 桶 式 空 间 的 拓扑 积 是 (所 ) 桶 式 的 ，。 

证 设 关 =]TIX XX 是 桶 式 空 间 ,X = 旬 X。 可 以 证 骨 BCX, 
X7 7 = 了 [Be XA)。 由 于 BL, 4) 等 于 Xo 中 的 拓扑 ,所 以 BCX， 
A) 迁 于 苹 上 的 习 积 拓扑 。 证 毕 。 

还 要 指出 一 些 事实 ,一般 来 说 , 精 式 空间 不 一 定 是 完备 的 。 完 
苦 的 局 痢 西 空间 可 以 不 是 拟 玫 空间 。 杭 式 空间 的 闭 子 空间 可 以 不 
是 拟 郁 式 空间 。 拟 桶 式 空间 可 以 不 是 桶 式 的 (参阅 [4])。 
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二 、 轩 空间 (或 有 和 田 型 空间 》 

以 前 我 们 曾 给 出 半空 间 的 定义 ， 一 个 局 部 凸 空间 (X, TY》, 其 
上 的 氢 范 数 p(x) 加 在 每 个 有 界 集 上 有 界 , 则 必 连 急 , 于 是 称 (X, 芽 》 
为 办 空间 。 考 虑 到 每 个 氢 范 数 px 对 应 于 均衡 纪 焦 :xj p(xy 寺 1) 
的 Minkowski 泛 盖 ,所 以 有 如 下 等 价 的 定义 ， 

定义 ”局 部 凸 空间 (X, T) 是 轿 空 间 的 充 要 条 件 为 ,区 上 的 均 
稀 串 子 集 M 如 果 吸 收 久 中 的 每 个 有 界 集 , 则 必 为 0 的 环境 。 

” 瑟 较 一 下 定义 即 姑 有: 

《<Y》 每 个 转 空 间 是 氢 桶 式 空间 。 

(YI> 每 个 序列 完备 的 辐 空 间 必 是 桶 式 空间 ， 

由 于 我 们 已 经 印 道 轿 空间 天 上 上 的 有 界线 性 泛 范 必 是 连续 的 ， 
所 以 其 上 的 连续 线性 污 函 全 体 XX 和 有 界线 性 泛 丁 全体 XX* 是 一 至 
的 其 以 过 工 ) 袁 示 局 部 凸 空间 (CX, TY) 中 有 界 集 全 栖 ， 财 闷 " 
可 以 由 银 ( 区 , TD) 唯一 确定 。 这 样 ,对 于 周 空 间 知 道 了 光 (X, 7)， 
就 可 确定 如。 同时 根据 性 质 人 1, 每 个 圈 空 间 是 投 桶 式 空间 ,所 以 
是 Mackey 守则,T=T(X, 真 ') =Yt(X 和。 层面 对 于 曾 实 间 ， 了 T、 
入 与 下 (了 这 三 者 中 间 只 要 师 道 一 个 ,就 可 确定 其 余 两 个 。 对 
于 一 般 的 局 部 凸 空间 (和 Ti， 及 (TI 公 依 更 于 对 人 眉 ( 芒 ， 古 >。 
如 果 我 们 和 象 以 前 一 样 ， 由 绍 (XX, 71) 出 发 先 构 作 X*， 再 作 工 = 
TAX， 和 "3， 刚 明报 有 

iC NYT, XK) =T, 

由 地 提出 这 样 的 问题 ， 这 样 鬼 造 的 TT 是 不 是 围 的 ? 甸 外 我 们 还 知 
道 。7 和 六 有 相同 的 有 界 集 。 事 实 上 上， 级 (X: TD 必须 是 X 中 的 
cf(X, X7 7 有 界 集 全 体 ， 由 于 feEX? 是 有 界线 性 泛 函 ， 所 以 乡 (X， 
TE 又 由 于 CX CGO， XX?), 所 
以 绍 (X, oCX, XC BCK, 0(X, XI))。 由 此 即 知 女 (X, olX， 
XX = 妇 (XX,， 0(X,， XY)。 记 以 T 和 Ti 有 家 同 的 有 界 集 。 因 而 可 
查 这 禁 的 阿 题 : 图 至 间 是 不 是 具有 相册 有 界 集 前 最 强 局 部 凸 拓扑 ? 

定理 5 设 (X, 少 ) 是 局 部 凸 空间 ,= 则 (X, .F ) 是 园 的 充 要 条 
性 为 :了 是 和 上 的 具有 相同 有 界 集 的 最 强 局 部 西 哲 禾 。 乾 否 果 


-和 


89 ”局 部 由 空间 类 5 
有 = 
”证 完 分 性 ， 没 了 是 下 的 雁 有 和 同 有 有 模 集 的 最 强 局 部 山 
邱 扑 、。 如 果 ( 汪 , .9 不 是 图 空间 , 则 必 存 在 均 沫 凸 集 CX 极 收 每 
个 有 界 集 ， 人 得 不 是 0 的 环境 、 设 人 Do xcE .了 } 是 (区 ?上 的 连续 
拟 范 数 衬 抹 。 令 gz 是 区 后 Minkowski 泛 略 ， 财 由 人 as， 丰 EC } 
i 四 二 六 的 拓 扩 了 1 强 于 池 ， 且 节 1 三 江上 且 诬 (天 = 
(了 1)， 亡 实 上 ,其 果 4E 玫 ( 基 , .了 ), 则 当 aE oz 时 ， 
Sup Pa(X) Oo, : Cl) 


列 一 方面 ， 下 于 天 吸收 窜改 , 3 ?中 的 每 个 有 A 存在 正 数 站 , 使 得 
[| >AACE, 


因此 , 当 xE€ 有 时 , 96x) 寺 1, 匈 天 


SUP 9 (XX) SE . ~ co (2) 
者 怕 砷 


根据 1)、(2) 可 敌 六 EE 加 (六 1 因 胜 ， 和 一 (区 和 三 其 【《 玉 ， 

。 这 得 假设 相 子 后。 所 以 殿 ，2 7 是 圈 空 间 ， 

必要 性 ， 设 XX 是 有 半空 间 、 如 困苦 上 还 有 另 一 局 部 凸 向 量 扫 提 
FD 而且 绍 (X, .1 = 小 (XX，.F)。 任 取 均 衡 册 环境 VE 
FD) 由 于 它 上 最 收 愉 ( 蔷 , .了 ) 中 的 每 个 集 ， 所 以 VENCF ), 
国 束 .71 己 9 ,这 就 证 明了 .3 := 。 证 毕 。 

定理 6 设 (天 . 隐 ) 是 局 部 辐 空 间 , 则 必 有 了 唯一 的 2 二 ,9 ， 
售 得 (及 ,了 由 成 为 加 空间 ;而且 雪人 了 = (XX, 由 。 

证 设 雪 。, 0E.3} 是 (X, .FF ) 上 的 连续 氢 范 数 全 体 ， 令 49(X》 
全 满足 如 下 条 件 的 拟 范 数 ,对 一 切 AE 人 8(X, .F), supq(x) < oo， 


令 人 Dp, BE 人 是 上 述 的 氢 范 数 4 的 全 体 , 显然 图 一 4。 记 由 {Dp， 
BE 全 导出 隐 局 部 凸 拓扑 为 2 刚 . 字 23 ， 县 绍 ( 人 2 站 = 
GX, F )。 

现 证 (X, ,是 园 空 间 。 设 下 是 吸收 纵 ( 关 ,了 中 的 一 霓 
集 的 均衡 四 集 . 设 9 是 玉 的 Minkowski 泛 画 ， 则 对 每 个 入 E 
六 ,02) 式 成 立 。 所 以 9E {Pp BE 媳 。 让 天 二 位 jatx < 之 1}， 
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是 .S ,拓扑 0 的 环境 . 

再 证 也 ， 的 崔 一 性 : 如 有 了 1 二 .使 (X， 入 为 图 空间 ,而 
且 只 (, 9) = 索 (K, 多), 和 尾 取 (区, .由 中 人 9 的 均衡 上 是 环 境 玉 ， 
由 于 于 吸收 入 (了 了 = 二 (3 中 的 集 , 根 据 (， .7 0 是 国 
宇 间 ,下 是 ?5 拓 排 0 的 环境 ， 困 此 3 1C.3Z ,。 但 这 时 ， 夏 (六 ， 
3 = 天 ( .7 0, 由 .1 是 而 的 并, = .FF 。 证 毕 。 

定理 6 中 瑟 上 拓扑 2 。 称 图 局 部 西向 量 拓 和 赴 ? 罗 的 国 延 括 
如 果 .了 是 园 的 ,网 .7 = 了。 容易 知道 :了 ,= TT(X, 大 2]。 z 

定理 7 设 (X, 9 ) 是 局 部 凸 空间 , .六 ,是 章 延 拓 ， 则 扩 上 的 
线性 泛 函 族 下 是 ,7 ,等 度 连 续 的 充 要 条 件 为 ， 记 关于 有 界 集 上 的 
一 致 收 伍 拓扑 是 有 界 的 。 特 别 是 ， 瑟 上 的 线性 泛 画 了 是 了 了， 连续 
隐 充 要 条 人 忻 泡 了 是 有 办 购 ， 

证 ”必要 性 : 设 忆 是 .等 度 连续 线性 泛 函 族 ， 必 存在 YE 
WCF,), 丁当 xEV 时 , 对 每 个 EF, 有 Kx <1。 如果 BB 是 六 
中 的 有 界 集 , 则 必 存 在 入 > 0, 使 和 BCV, 所 以 


Si sup| f(x)| < i. 
ft 局 不 坪 寻 
妈 篆 必要 性 ， 
充分 性 ， 设 关于 有 和 界 集 党 (了 上 的 一 致 收 分 拓扑 是 有 
界 的 。 令 = 由 人 | < 1} = tjsaplfca [< 二， 网 普 是 工 


中 的 均衡 凸 集 , 且 吸 收 培 ( 及 , 多 ) 中 的 每 一 个 集 . 由 于 ( 式 ，. 光 是 
痢 的 , 故 必 须 是 图 。 哲 扑 0 秀 环 境 。 证 毕 ， 

于 面 的 定理 表明 了 用 园 空 间 上 的 有 界线 性 活 画 必 连 续 这 一 性 
质 来 刻 划 拓扑 了 是 不 够 的 。 

定理 8 局 郭 且 空间 (XX, .了 ?是 团 的 这 要 条 件 为 ;和 上 的 有 界 

证 论 分 性 : 只 要 证 明 3 = 9， 即 可 。 考 虑 对 所 5 和 X2>， 设 
是 大 "上 的 均 衙 上 册 of 有) 结子 集 。 册 Banach-Mackey 定理 知 ， 
C 是 强 拓扑 BLX*, 区) 有 界 的 ,由 定理 ? 知 , 避 是 .和 。 等 麻 连 续 的 ， 
*) 通常 称 有 界线 性 泛 函 均 连 续 的 基部 凸 空间 为 王国 的 (8emibornological)、 

ee 
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所 以 有 TCX, XC 。 但 由 于 X* 是 乡 。 连 续 线 性 泛 商 全 体 ， 
鼓 有 TCX XX 二 了 所 坟 了 o= TC ?7 。 由 很 由 (XX 》 是 
Mackey 空间 ,'? =T(X，X2 = .7 , 《和 .3 ?是 固 空 间 ， 

必要 性 是 明显 的 。 证 毕 。 

但 还 有 下 述 定 理 ， 

定理 9 局 部 凸 空间 (XX, T) 是 因 的 充 要 条 件 为 ，(X。T) 到 任 
一 局 部 凸 空间 (Y，T"7 的 有 界 歼 丁 柄 要 是 连续 的 : 

证 充分 性 : 如 取 Y 为数 域 K, 则 根据 条 件 , 每 个 有 界线 性 泛 
函 是 连续 的 。 考 虑 自然 对 侦 《〈X, X'》, 则 恒 等 映 照 1: (X, T)…* 
CX, tr (X, 8 )》 是 有 界线 性 映照 ， 这 是 由 于 关于 自然 对 偶 ，T 和 
r(X,，X') 是 两 个 相 容 拓扑 , 所 以 有 相册 的 有 界 集 。 由 定理 假设 ，] 
是 连续 的 ， 所 以 Tz(X, X')。 由 此 =x(X, XY)。 根 据 定 理 7， 
即 知 (X, T? 是 园 空 间 。 

必要 性 类 似 于 定理 7 的 证 明 。 证 毕 ， 

系 1 局 部 凸 空间 (X, T) 到 局 部 凸 空间 (了 Y，T") 的 线性 映照 
是 有 界 的 充 要 条 件 为 ; 它 是 (X, Tu 到 (Y, TT 人) 的 连续 映 照 ， 

系 2， 设 是 辕 空 间 , 荆 是 局 部 凸 空间 , 则 六 到 Y 了 的 序列 连续 
线性 映照 必 连 续 。 

因为 序列 连续 线性 映照 必 有 界 。 证 毕 ， 

定义 设 X 是 局 部 西 空 间 ， 革 中 序列 {%,) 按 Mackey 意义 (或 
称 有 界 地 ) 收 证 于 0 是 指 ， 穿 在 均衡 同 闭 有 界 集 BCX, 使 {xn} 志 
Xs, 目 x, 按 Xs 中 的 范 数 收 化 于 0。 记 作 x -一 0， 

因为 夭 中 均衡 凸 团 有 界 集 仅 和 对 个 X,Y》 有 关 ， 所 以 按 
Mackey 意义 收 敏 也 只 和 对 但 有 关 。 很 明显 ,zs 0->xs -一 0. 

定理 10 局 部 凸 空间 是 园 空 间 的 充 要 条 件 为 ; 满足 下 述 一 
个 等 价 的 条 件 ; 

cay 任 一 吸收 每 个 有 界 集 的 均衡 凸 集 是 0 的 环境 ， 

Cb》 任 一 氢 范 数 PCx) 如 在 每 个 和 一 > 0 的 序列 上 有 村 , 则 必 
连续 

《ec) X 上 的 线性 泛 画 集合 E， 如 果 在 每 一 个 六 一 0 的 序列 
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cd) 及 是 Mackey 空间 ,并且 任 一 线性 汇 沙 如 在 x 一 0 的 
序列 上 有 办 , 则 必 连 续 ; 

Ce) 必 是 Mackey 空间 ,并 且 X 关于 在 和 一 * 0 的 序列 上 一- 
致 羽 这 拓扑 是 完备 的 。 

证 《中 二 (5) (0) 相当 于 任 一 氢 范 数 在 每 个 有 界 集 上 有 界 必 
达 续 ， 如 p(x) 在 每 个 忒 一 > 0 的 序列 上 有 界 ，p(C%*) 在 Xs 中 在 0 
点 证 续 , 所 以 在 其 单位 球 总 上 有 有 需 ， 由 《ea)? 知 p(x) 是 连续 的 。 

(5)=> (9) 是 平凡 的 . 

(5)=>《0)， 令 PCX) = sup| tx, 他 1, 则 P(X) 满足 (9) 中 的 条 件 ， 
所 以 是 连续 的 , 即 知 巨 等 度 连续 。 

C(O 过 CD 站 (ec)? 知 和 中 的 每 个 强 有 办 华 必 等 度 连 线 。 由 定 
班 了 的 (Ce 和 在 是 氢 轿 式 空 间 , 从 而 龙 Mackey 空间 。 

(由 之 (5b); 设 氢 范 数 pCx) 在 每 个 x 一 = 0 上 有 界 。 令 


E= {fEX"||ix, 1pxX)}, 3) 
按 Habn-~Banach 定理 知 ; 
p(X) = sup] x | (4) 


由 C3) 知 瑟 在 每 个 x -站 0 的 序列 上 一 致 有 界 ， 根 据 (dD)， 每 个 
jEE 是 连续 的 。 由 于 E 是 XC 中 的 cx X) 有 界 集 , 根据 (3? 式 容 
易 知 EE 是 oC(X', 名 完备 的 ,所 以 EB 是 X 中 均衡 凸 绊 > 紧 集 。 因为 
和 是 Mackey 空间 ,所 以 由 (C4, p(x) 是 连续 氢 范 数 ， 

(= 二 C62)， 可 以 直接 验证 ， 

(ey 过 (qd)， 按 Grothendicek 完备 人 性 定理 ,和 上 的 线性 泛 画 六 
各 果 在 每 个 C4 为) 上 oCX，X) 连 续 ， 则 7 总， 其 中 fx) 是 
一 0 的 序列 。 如 果 六 是 X 上 的 线性 泛 酉 ,在 每 个 *, 一 = 0 的 序列 
上 有 界 ， 则 对 于 蕊 中 的 任 一 顽 衡 册 闭 有 界 子 集 是 产 在 Xe 上 连 
续 。 为 要 证 明 六 是 连续 的 , 只 要 证 明 六 在 每 个 [4 了 JE= [| {x,) 3 
上 是 0(X， X') 连 续 的 , 其 中 一 > 0。 


#9 局 部 凸 空 陡 瞻 它 扣 名 


设 请 是 多 中 的 均衡 凸 闭 有 界 子 集 , fx 己 久 ps， 且 x 按 Xs 中 的 
范 数 拓扑 收 俩 于 0。 由 于 {x%w} 是 Xs 中 的 完全 有 界 集 , A4=T{xs} 也 
是 Xs 中 的 完全 有 界 集 。 因 8B 是 弱 闭 集 , 所 以 o(XX, X) 在 玉 s 上 的 
限制 和 Xs 上 的 范 数 拓 盾 满足 第 一 章 $5 中 的 定理 2 中 的 条 件 。 于 
是 重 等 杠 入 映照 J Xa (Xs)。 可 连续 地 延 拓 为 了 六 >CXp)Y, 了 是 
一 一 上 喘 照 。 焉 于 4 在 X 中 的 于 和 包 [4] 和 .是 紧 集 ， 经 站 觅 有 照 为 
《类 ps 中 的 紧 集 ， 所 以 [A] 弃 。= [4 人。 国 有 用， 点 在 革 5 中 的 逆 
包 f4Jz=[4] 车- 门 Xa 和 FA4]orwe=L4zornxs 是 一 致 的 。 四 
为 对 于 某 个 和 >0,，4CXB, XB 是 天 中 的 弱 闭 子 集 , 所 以 LA]zxsy 
= [AII, =fAJE。 

又 由 于 在 Xs 中 的 紧 集 [4]4, 上 的 范 数 拓扑 和 (Xp)Y 上 的 拓 
扑 一 致 ， 所 以 在 [4]Ez 上 和 前 范 数 拓 盾 和 和 0 (X，X) 拓扑 一 致 。 由 
f°? 在 Xs 上 是 连续 的 ， 即 知 关 在 [AJz 上 是 olX, XX 仆 连 续 的 证 
毕 ， 

根据 定理 10Ce) 即 得 下 述 定 理 ， 

定理 11 设 X 是 园 空 间 , 那 来 XX’ 按 B8CX’, X) 是 完备 的 。 

我 们 已 经 知道 图 空间 的 归纳 扰 盾 是 图 空间 ,特别 是 , 固 空 间 的 
商 空间 以 及 归纳 极限 是 轩 空 间 、 还 可 证 明 至 多 可 数 多 个 固 空间 的 
拓扑 积 是 园 空 间 。 

三 、 自 及 空间 

设 (X, TT) 是 局 部 四 空间 ,在 XX 上 赋 以 强 拓扑 BCX', XX》 
X ed 在 本 小 节 中 ，, ， 胡 强 对 偶 。X’ 的 强 对 偶 记 为 

”。 攻 为 六 的 两 次 共 罗 空 间 ， 我 们 可 以 定义 区 到 X* 的 自然 嵌入 
站 Ti xXryx 其 中 


x(f) = fx), 了 天。 
事实 上 ;x( 户 是 XX 上 的 线性 泛 获 , 它 关 于 o(X’， Xx) 拓扑 是 连续 的 ， 
由 于 BCX’, 革 ) DOCX, Ome, A 


子 空间 ,所 以 X 可 看 作 XA 的 子 空间 、 但 是 当 x 是 一 般 局 部 四 富 
肘 ，X* 上 的 折 扯 BCX*, 和 ?在 五 上 的 限制 和 瑟 上 原来 的 拓扑 一 般 
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不 相等 . 实际 上 , 如 在 蕊 上 取 关 于 对 偶 <X, 友 > 的 不 同 的 相 容 拓扑 ， 
其 对 应 的 X” 都 是 一 样 的 ,甚至 I; xxz 淖 作 >Xw 的 映照 可 以 
不 连续 。 因 此 , 必须 搞 清楚 什么 时 候 I 是 连续 的 、X”= 关 以 及 XX* 
= 外 且 其 上 拓扑 相 一 狐 的 条 忻 . 

引 理 1 设 (X, T) 是 局 部 芋 空间 , 则 蕊 到 Xe 的 月 然 由 入 映照 


I 是 {相对} 开 疯 时 ， 

证 考 涝 自然 对 咎 :六 ,XX*》, 根据 定义 ，《 六 7， BCxr， X= 

。 所 以 BR 多) 是 及 上 的 相 容 拓扑 。X* 上 的 ocX', X*) 有 界 
集 全 体 即 是 Bf 人, 及 有 界 集 全 人 体 。 设 XX 中 的 BiX', XX 有 界 集 全 
体 为 必 ， 则 XX” 上 的 强 拓扑 是 上 一 到 收 侣 拓扑 Tr， 其 0 的 环 
境 基 由 让 4Jxv， 内 E 帮 } 组 成 。 所 以 在 天上 的 限制 BCX* ,到 仆 | y 共 
0 点 环境 莽 由 外 态 Jzr 门 及 太 E = {及 ] 计 及 EE .Ww 组 成 。 另 
一 方面 ，(X%X, TT) 有 一 个 以 桶 U 组 成 的 局 部 基 、， 因 为 U0 是’ 中 的 
BX', X) 有 界 舍 ,所 以 UU=UNE WCOBCX” ,XY) | xx). 册 此 即 知 TC 
BCX*”, XX") |x,， 了 是 相对 开 瞎 照 . 

定理 12 局 部 滞 空 间 tX, 了 ) 到 (Xp)8 的 直 然 嵌入 有 观照 工 是 连 
续 的 充 要 和 条件 为 : 站 是 所 桶 式 空间 ， 

证 根据 引 理 1, BCX*, XY)|x 的 局 部 基 为 1L4] 4E.oz)， 
即 是 关上 工 的 BY ( 革 , XY 拓扑。 如果 革 到 CX)5 的 自然 氢 入 I 是 连 
续 的 , 则 每 个 [4J 是 天 中 0 的 环境 , 中 的 每 个 RX’, 下 ) 有 界 集 
是 等 度 连 续 的 。 根 据 定 理 4 的 (2) 即 知 臣 是 拟 桶 式 空 间 。 反 之 , 甘 
(“区 ,了 了 ) 蚌 拟 权 式 空间 , 则 工 = 襄 ( 下 ,XY》, 基 知 丁 是 连续 徇 ， 证 毕 ， 

系 ”如果 芭 是 拟 椭 式 空 间 ， 则 1 六 -下 CC CX55 是 拓扑 同上 胚 
映照 . 

定理 13 设 生 是 拟 攀 式 空间 . 则 人 EEC] 全 UE .WCXY} 是 
XxX 中 0 的 一 组 环境 基 ， 

证 设 UE.AWCOX), 则 [DOI 和 ,是 有 (7 ,和 ?有 界 集 ， 从 而 [EU x 
EA 之 VEO ,VV=[AIrr, 其 中 态 是 BCX', XX} 
有 界 集 。 由 于 天 是 投 桶 式 的 , 故 4 是 七 上 的 等 度 连 续集 ,C= [了 
= 
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定义 ” 设 (X, T) 是 局 部 凸 空间, 如果” -XX, 即 多 色 XX* 的 自 
然 檬 入 ,你 是 整个 XX*, 则 称 下 是 平 自 反 的 。 如 果 自 然 谨 入 映照 1 
是 天 到 (2 上 的 拓扑 同 构 , 则 称 苹 是 自 反 的 ， 

根据 定义 ， 自 反 空间 一 定 是 半 自 反 的 。 对 于 局 部 同 线 性 距离 
空间 ， 特 别 是 如 果 买 是 赋 范 空间 时 ， 车 是 半 直 反 的 ， 别 必 
反 的 、， 事 实 上 ， 因 为 局 部 凸 线性 距离 空间 是 园 空 间 ， 则 必 为 氢 本 
式 的 ， 根 据 定 理 11 的 系 知 瑟 XX->XX* 是 拓扑 同 叉 映照。 所 址 对 于 
局 部 凸 线性 距离 空间 , 自 反 和 半 自 反 是 一 致 的 .这 就 是 为 什么 对 于 
Banach 空间 的 自 反 空 间 的 概念 用 半 自 反 空间 的 定义 加 以 叙述 。 

还 应 指出 : 闭 自 到 概 念 只 和 对 候 5X, XX 有 关 。 如 果 局 部 是 空 
间 久 是 半 自 反 的 , 则 关 髓 以 任 一 关于 < 芝 , X > 的 相 容 拓扑 一 定 也 是 
半 自 反 的 。 对 于 对 偶 空 间 《X,Y>, 如 果 对 于 每 个 相 容 拓扑 TT，(X， 
TT) 是 装 自 反 的 ,就 称 <X, Y> 是 半 自 反 的 。 如 果 (C. rzrCE， TY)) 是 栖 
式 的 ,就 称 人 邢 , 了 > 是 桶 式 的 。 

定理 14 ”对 于 对 偶 空 间 , 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

C9) 《<* 久 , 了 是 半 自 反 的 ，; 

Cb) BCY, 和 ) 是 相 容 拓扑 , 即 ( 了 Y， BCY, X))' = XX 

《cj <Y, 到) 是 桶 式 和 的; 

(Cd) (XX, 0( 革 X,Y)) 是 有 界 完 备 的 。 

证 “aq 全 (bP)， 由 定义 知 。 (5 >(c); 对 于 《YXy>，BCY， 
X) 是 YY 上 的 最 强 可 人 允许 拓扑 。 B CY, XX)》 是 祖 容 拓扑 的 充 要 条 忻 
为 BCY, 义 ) = TY, X)。 根 据 定 理 2, 充 要 条 什 为 (Y, TC(Y, X)) 是 
桶 式 空间 。 间 时 由 定理 3 的 ( 几 , (Y, rT(Y, 允 )) 是 桶 式 空间 的 充 要 
条 件 为 (X, oCX, Y)) 是 有 界 完备 的 , 即 (c)< 一 >Cd)。 证 毕 。 

推论 “等 个 半 自 反 空间 是 有 界 完备 的 。 

证 ”出 定理 14 的 (四 及 84 中 的 定理 4 即 知 。 

下 面 我 们 把 定理 14 的 (d) 表 达 为 大 家 熟悉 的 形式 ， 

定理 15 局 部 同 空 间 站 是 半 自 反 的 充 要 条 件 为 ,，X 中 的 每 个 
有 界 集 是 相对 忆 紧 的 。 

证 必要 性 * 设 天 是 闭 自 反 的 ，z = .xX, 则 在 喘 照 pi z 
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CX, oC 五, XY) 和 CX”, ol(X”, X)) 拓扑 同 构 。 不 妨 设 B 是 藉 中 的 
均衡 目 闭 有 界 集 ， 根据 双 极 定理 ， 和 站 = (B89, 而 了 = 部 = {fEX/ 
|sup| 《ff Xx} | 志 1} 是 XX 中 0 的 强 拓扑 环境 。 由 Alaoglu-Bourbaki 


定理 ,B 是 oCX*, X/) 紧 集 , 即 知 B 是 o( 及 , X') 紧 集 。X 中 的 每 个 
有 界 集 是 相对 弱 紧 的 . 
充分 扩 ， 因 为 了 中 的 每 个 有 界 集 是 相对 弱 紧 的 ， 苹 中 的 每 个 
均 奖 上 悟 闭 有 界 子 集 是 弱 紧 的 由 中 中 的 Mackey-Arens 定理 知 
BLX’, ) 是 祖 容 拓扑 。 所 以 (XK', BCX', XI) = 瑟 , 里 是 半 自 反 的 。 
证 毕 。 四 
系 Banach 空间 和 是 自 反 的 充 要 条 件 为 它 的 单位 球 V= {x 
[| 三 二 是 弱 紧 的 。 II 
下 述 例子 说 明定 理 14(d)》 中 有 界 完备 的 条 件 不 能 减弱 为 弱 序 
列 完备 。 TT 
例 2 空间 中 的 每 个 弱 收 第 序 列 必 是 强 收 全 的 ， 所 以 鹿城 
油 序 列 完 备 的 ,但 是 匡 不 是 自 反 空间 ， 
下 面 是 一 个 介 于 黄 个 可 允许 拓扑 间 的 非 可 允许 拓扑 的 例子 : 
例 3 设 区 是 非 自 反 的 Banach 空间 ， 关 于 对 侦 (X, XX’y, o* 
= gCX', 发 ) 和 强 拓 扑 BCX'， 有 X》 是 两 个 可 允许 拓扑 ，o (XX', XX) 忆 
JX AICCBOX 天)， 但 是 oC 下 ' ,及 关于 《六 ,有 芭 个 不 是 可 允许 扼 
扑 。 事实 上 ,因为 XX 是 桶 式 空 间 , X’ 关于 okX' ,XI 是 有 界 完 备 的 。 
但 天 处 为 非 自 反 空 间 , 记 以 X’ 也 不 是 自 反 的 ,所 以 根据 定理 14 的 
《zy 芒 尖 于 GCX , 革 1) 必 不 是 有 界 完 管 的 。 由 于 0 (XX)C 
otX!', KX*), 我 们 可 以 知道 oCX', X*) 一 定 不 是 可 允许 拓扑 。 因 为 
否则 ,根据 $4 中 的 定理 4, 可 推 知 (2z ,27 也 是 有 界 完备 的 。 这 
和 上 述 相 矛盾， 
按照 定义 ,局 部 凸 空间 臣 称 为 自 反 的 ,是 指 ,如果 I 刁 -(X 2 
是 拓扑 同 构 喘 照 。 根 据 定 理 12 可 知 蕊 是 自 反 空 间 的 充 要 条 件 为 
和 是 半 自 反 的 ,并 且 是 拟 桶 式 空间 .由 于 定理 14 的 推论 和 性 质 (DD 
车 自 反 空 间 必 是 桶 式 空间 。 由 此 得 到 自 反 空 间 的 特征 如 下 ; 
dbl ade 
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”并 且 X 中 的 每 个 有 界 集 是 神 对 弱 紧 的 。 
推论 1 自 反 空间 的 强 对 侦 是 自 反 空间 。 
证 ” 设 开 是 自 反 空间 ， 则 出 于 BOX , X) = TU, X)， 根据 定 
理 14 的 (cy), {XX', BCX', 一 )) 是 桶 式 空 间 。 因 羡 是 桶 式 的 , 由 定理 
4 的 ( 门 , 天 中 每 个 强 有 界 集 是 相对 of 如 ,XX) 紧 的 。 所 以 Xs 是 目 
反 的 。 证 毕 。 


淮 论 1 的 逆 命 题 一 般 不 成 立 。 一 般 地 , 设 (X,Y 了 > 是 对 侦 空 间 ， 
如 果 (X, TCX, Y)) 是 自 反 空 间 , 则 称 《X, Y》 是 自 反 的 。 下 述 定理 
关于 X 和 和 Y 是 完全 对 称 的 ， 


定理 17 设 X, 了 了) 是 对 偶 空 间 。 下 述 条 件 都 是 等 价 的 ， 
Ca) {了 ,了 Y》 是 自 反 的 3 
(b)《Y, 了 X) 是 自 有 反 的 3 
Cc) 《< 扩 ,YY》 和 <Y, 七 ?都 是 桶 式 的 ; 
《dy 《X， YY 和 <Y, 处 ) 都 是 半 户 反 的 . z 
证 〈e)=>(c)， 设 r(CXK, 了 ) 是 自 反 的 ,由 定理 16 知 (X，, Tt(X， 
Y 了 )) 是 桶 式 空 间 。 又 由 定理 14 的 (C007 知 <Y, 区? 是 桶 式 的 ， 
(C0) 之 Ca) 由 玉 CY, 下) 是 桶 式 的 , 所 以 <X, Y7> 是 半 自 反 的 。 
又 因 《< 了 ,YY) 是 祷 式 空间 ,由 定理 16 有 妈 知 X,Y 了 ?是 自 反 的 。 
同样 可 证 (b) < 一 >《0)。《9) 和 (C9) 明显 地 包 合 (d)。(D 之 (0c)， 
由 定理 14 即 得 。 证 毕 。 
推论 ”证 蕊 是 局 部 凸 空间 ， 则 { 洛 ， 芭 所 ， x)) 是 自 反 的 充 要 条 
件 为 CX' r(X7， 0)) 是 自 反 的 。 一 一 
四 、Riontel 空间 
定义 局 襄 晤 空间 站 为 半 Montel 空间 基 指 :和 旭 果 忒 中 的 每 一 
个 有 民 桌 起 相对 紧 的 。 半 Montel 空间 且 是 三 式 的 称 为 Montel 空 
Ls / / 
由 于 每 个 弱 闭 集 基 闭 的 , 紧 集 是 弱 紧 的 。 由 此 即 知 ; 
《YII> 兴 Montel 空间 是 半 自 反 的 9 Montel 空间 是 自 反 的 。 
定 更 17 对 于 局 部 同 空 间 tX, T), 下 述 条 件 是 等 信 的 ， 


Ca》 久 中 的 每 个 有 界 集 是 完全 有 界 集 ! 
OC， 
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Cb》 在 外 中 的 每 个 有 界 集 了 上 ,了 和 oCX, 大 ?一致 ; 
cc) KK' 中 的 每 个 等 度 连 续集 合 按 强 招 扑 B8CX’, 区) 是 相对 
紧 的 (或 是 完全 肥 罪 的 )， 
(dy 在 六 中 的 每 个 等 麻 连 线 集 合 E 上 ,BL(X’, XX) 和 o(X/, XX) 
一 孝 ， 1 
证 〔o=>《dy， 由 (ay, X* 上 的 强 拓扑 8CX', X》 和 完全 有 界 
灌 上 的 一 致 收 印 拓扑 Tc 是 一 致 的 、 而 由 36 中 的 定理 6, 在 XX' 中 ， 
每 个 等 度 连 续集 合 孔 上 ,Te 和 5(CX 人) 是 一 致 的 。 
00)=> re) 按 Alaoglu-Bourbaki 定理 ， 每 个 等 度 连 续集 合 古 
关于 oft 到", 四) 拓扑 是 相对 紧 的 ， 从 而 关于 BX’', 芒 ) 也 是 相对 爱 
的 。 
cp) 局 部 凸 空间 文中 的 每 个 有 异 集 中 ， 几 于 于 二 
[LB]#,73.， 可 以 看 作 Xs)' 中 的 等 度 连 续集 合 ， 因 而 出 $6 中 的 
定理 5 人 问 知 道 ， 在 苹 中 的 每 个 有 界 集 吕 上 , 弱 帮 扩 5CX, 下 和 次 
于 BCX’, 攻 } 的 完全 有 界 亿 上 的 一 致 收 合 拓扑 BR 区 3 是 相 一 至 
的 。 由 于 和 上 的 拓扑 了 T 筹 于 天 中 等 关连 续集 上 的 一 臻 收 俩 拓扑 。 
由 条 人 忻 Kc) 各 工 志 有 到 六， 所 以 在 每 个 有 界 集 BB 上 十 ,T 和 ot， 
XX 是 一致 的 ， 
Boat 尺 要 注意 到 局 部 凸 空间 茜 中 的 每 个 有 有 界 集 是 
9g CK, 让 有 办 的， 从 而 是 0 区 , XX) 完全 有 界 的 。 
推论 1 设 局 部 凸 空间站 满足 定理 17 前 条 性 (例如 蔷 蚌 壮 
Montel EE Ns 
证 因为 弱 收 族 序 列 基 有 界 的 ,根据 定理 17 的 (妈妈 郑 ， 
推论 2 设 交 是 Montel 空间 ， 则 在 X’ 中 的 每 个 等 讼 连 练 集 
合 上 ,BCX XX) 和 0fX/',X) 是 一 致 的 。 特 别 是 .对 于 XX/ 中 的 奈 列 ， 
强 收 仑 和 弱 * 收 化 是 一 致 的 。 即 入 “中 : 字 f 的 充 要 条 件 为 所 
a 
证 因为 弱 * 收 襄 厚 列 是 纶 * 有 各 的 。 央 为 六 是 Montel 空间 ， 
所 以 是 桶 式 空 间 , 能 * 有 界 集 是 等 度 连续 的 。 证 毕 。 
宗 理 18 ”Meotel 空间 外 的 强 对 偶 XY’ 是 Montel 空间 ， 
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证 因为 “是 自 反 空间 ,XX’ 是 桶 式 空间 ,并 且 X’ 中 的 每 个 有 
界 集 是 等 度 连续 集合 。 根 据 定 理 17 葛 〈c) 知 X' 中 的 每 个 有 界 集 
是 相对 过 的 。 即 知 关 ' 是 Montel 空间 。 证 毕 ， 

定理 9 ”完备 的 Montel 空间 增 序列 的 严格 归纳 家 由 是 
Nontel 人 空间。 

证 设 上 是 {EE (n=1,3,…") 的 严格 归纳 极限 、E, 是 完备 的 
Montel 空间 , 则 每 个 BB 是 Ei 中 前 闭 集 。 令 妃 是 5 中 的 一 个 有 
界 集 , 由 第 二 章 $6 中 的 定理 12 知道 ， 存 在 基 个 自然 数 ne， 使 得 
点 CEoo 并 生态 在 Bu 中 有 界 。 因 为 Bo 是 Montel 空间 ,所 以 生 是 
E。。 中 的 相对 紧 集 。 又 因为 Eu 到 到 的 恒 等 映照 是 连续 的 , 所 以 
4 在 吾 门 世 是 相对 紧 的 .又 由 第 二 章 $6 中 的 定理 & 知 吾 是 桶 式 空 
间 。 即 产 召 是 Montel 空间 。 

在 第 四 章 $9 中 ,我 们 可 知道 广义 函数 论 中 的 基本 空间 下 、 光 
等 郁 是 Montel 空间 的 重要 特例 。 

五 、 可 数 ( 拟 > 福 式 空间 和 {( 书 5) 空间 

定 艾 ”局 部 凸 空 间 瑟 称 为 可 数 氢 畏 式 的 《相应 地 ， 可 数 袜 式 
的 )， 是 指 羡 满 足下 述 条 件 ， 如 果 Y 是 站 中 和 的 一 列 沟 衡 凸 闭环 


境 , 并 且 V= 门 Vy 是 吸收 每 个 有 界 集 的 桶 〔 丰 应 地 ， 是 -一 个 桶 )， 


则 站 必 是 0 一 个 环境 。 

显然 ， 每 个 ( 氢 ) 桶 式 空间 是 可 数 ( 拟 ) 桶 式 的 。 如 果 X 是 序列 
完备 的 , 刚 “ 可 数 氢 桶 式 的 > 与 “可 数 捅 式 的 ”两 个 概念 是 一 致 的 。 

定义 ”局 部 凸 空间 有 X 称 为 (CDF) 空间 , 是 指 ， 如 果 它 满足 下 述 
两 个 条 件 

ta》 基 中 存在 一 列 有 界 集 {Bw , 使 得 XX 中 的 每 个 有 界 集 包 合 
在 某 全 B., 之 中 ， 

(五 ) 天 是 可 数据 桶 式 空间 。- 

很 清楚 ,每 个 赋 范 线性 空间 是 (DEF)7 空 间 。 

(YIID 每 个 CPPE) 空 间 的 强 对 偶 是 Frechet 空间 。 

证 由 CPP? 空间 的 条 人 性 《oa2， 其 强 对 侦 是 满足 第 一 可 列 公 理 
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的 ,从 而 是 可 此 元 忆 的 。 根 据 条 性 忧 ?， 鞭 强 对 侦 是 序列 完备 的 。 

CDF) 空间 是 由 Grothendieck 引进 的。 可 以 证 明 每 个 赋 可 和 列 
氢 范 空间 下 的 强 对 个 XX' 是 一 个 完备 的 (CDF) 空间 。 特 划 是 ， 赋 可 
列 拟 范 空间 站 的 两 次 强 对 眉头 "是 Frechet 空间 。 这 也 是 CDF) 空 
间 名 称 的 由 来 。 下 面 举 出 DF 空间 的 一 些 性 质 ， 

CX》《CDF) 空 间 关 中 的 均 衔 凸 集 WW 是 站 中 浊 的 环境 的 充 要 条 
忻 为 ;对 于 六 中 的 每 个 均 奖 囊 育 午 子 集 8, 本 人间 B8 是 B 中 0 的 环境 ， 

证 设 {B。}new 是 天 中 的 有 界 集 的 基本 集 族 ， 不 妨 假 定 对 每 
个 EN, 及 守 Bi， 用 每 个 Bs, 是 均 奖 上 晤 的。 设 瑟 是 革 中 的 均衡 可 
有 界 子 和 案 。W 人 NB 是 BB 中 省 的 环境 ， 则 对 于 每 个 nn， 存在 其 中 必 
的 均 衔 辐 环 境 克 局 得 

WN BOW NB.. 


我 们 令 Vo= [WNB,+ 2 We] ， 则 VcWnB+W。， 因 此 
VNMB CWNB,. + WN2B CWNB, + 20,) 人 NB, 
C3 门 瑟 )。 
令 S= [ Vs, 则 SN Bc3CW 人 1B.,), 因此 


Ss=[ SNB.cawN( 3B,) = 3W. 
由 所作 ,3S 是 光 痊 凸 闭 集 。 此 欠 , 对 每 个 nn， 存 在 知 >0， 酌 
有 一 kf NB,). 
记忆 BCA Yri(t = 1， 4 ee 由 此 棚 5 了 吸收 = 从 而 吸收 的 个 
有 界 集 。 根 据 苹 是 CD 空间 ， 必 是 可 数 氢 桶 式 和 的 ， 记 以 5S 是 关中 


0 的 环境 , 由 必 5CW 知 W 是 中 旨 点 的 环境 证 毕 。 


推论 1 设 工 是 (DPF) 空间 #4 到 局 姥 凸 空间 Y 的 线性 映照 ， 则 
TIT 是 连续 的 充 要 条 人 忻 为 ， 工 在 关中 的 任 一 有 界 集 上 的 限制 是 连续 
的 ， 

(X) 设 V 是 (PDF 空间 和 中 心 的 一 列 环 境 ， 则 存在 0 的 环境 
V,V 被 每 个 VY 吸收。 
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证 ”不妨 假定 VY。 是 均 衔 凸 闭 的 。 则 4。= [Yo 是 Frechet 
空间 区 中 的 等 度 连续 集合 , 从 而 是 有 界 的 。 设 {ps(1} 是 Xe 上 的 
一 组 连续 拟 范 数 基 。 不 妨 设 p。 是 递增 的 。 设 M3 = sup ps(CPD， 取 


和 >0, 全 得 入 Mr<s1。 令 A4=U A 则 当 xE 4 时 ， 

pa(x) <<sup hh max 1 人 AIR 大 1 oo, 
所 以 和 是 Xs 中 的 强 有 界 集 。 设 了 = [4]z， 则 y 吸 收 X 中 的 每 个 
有 界 集 ， 且 Y= 站 区 Yo。 由 于 X 是 可 数据 桶 式 的 ,，V 是 区 中 
的 环境 , 且 V 被 每 个 V, 所 吸收 。 证 毕 。 


可 题 三 


1. 设 < 妃 , 王 > 是 对 很 空间 , 试 证 明 ， 界 于 两 个 相 容 拓 孙 之 韶 的 局 部 凸 向 
恒 拓 扑 是 相 容 拓扑， 

2.， 设 { 硬 ,是 对偶 空间 , 访 是 苇 的 子 空间， 试 证 明 ; ot 让 ,了 Yr= 
TY 

3. 设 六 是 赋 范 空间 , 试 证 明 ， 芒 上 的 gol， 天、o(X", 太 作 |x 和 
01x 都 是 一 样 的 。 

4、 设 线性 空间 丈 上 有 两 个 向 量 拓 扑 开 和 和 恒 ( 人 7 (有 了 
马 证 了 是 局 部 凸 的 , 试 证 明 : 每 个 了 丘 扑 周 的 凸 集 是 7 了 拓扑: 辕 的 。 

5， 设 六 是 所 有 点 列 == 《ztiE ND) .的 人 全体, 了 是 公有 有 限 个 项 不 为 0 
的 点 列 吕 = (#) 全 体 ;" 定 义 双 线性 活 羡 《<f; 9 = 工 22， 则 < 大 ,了 > 是 对 避 宅 
间 , 试 证 明 : 在 上 cr ot 从 而 
是 可 距离 化 的 ， 

6， 试 证 蛆 ， 站 上 弱 振 托 是 序列 完备 ， 但 趟 十 完 笨 的 。 

了 。 设 天 是 Baaackt 空间 , 试 证 明 ， 在 (X* G( 人 ”二 四 中， 天 是 笛 密 
的 ,并且 是 序列 闭 的 ， 
s 8. 设 < 芝 ,了 > 是 对 展 空 间 ; 试 证 明 ， (ys ody, XX)) 是 完备 的 充 要 条 御 
汐 让 =Ke。 

9。 设 革 是 分 离 的 局 部 凸 空间 ， 试 证 明 。 浪 是 弱 完 每 的 充 要 条 忻 为 萤 = 
A ; : = 加 
10。 如 果 线 性 空间 污 上 的 两 个 向 天 拓 扑 有 相同 的 闲 同 集 , 则 必 有 柑 同 的 
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对 情人 即 连 绒线 性 评 国 是 一 样 的 ) 。 

il. 证明 .A?U BC CAN By?. 

12. 设 《< 革 ,了 是 对 偶 空间 ，AGX，BCY。 试 证 明 ，.A 记 到 的 充 要 条 
件 鸭 BCA*。 更 一 般 地 ,8B? 吸收 村 的 充 要 条 件 为 4? 吸收 8， 

13， 设 着 是 虐 范 空间 ,UU = {ff EX'ITSCe}, A= {4x11zx1 才 1/e}。 斌 证 
明 : U = 如。 | 

]4。 设计 离 的 局 部 凸 空间 。 试 证 时 :天 "上 上 的 弱 * 拓 瓜 可 距离 他 的 区 
要 条 件 为 了 有 可 数 Hamel 基 (应 注意 * 对 于 不 满 下 分离 性 萝 局 部 凸 空间 , 结 
论 趟 成 立 )。 

i155。 设 名 是 无 限 维 局 部 上 屿 Frechet 空间 。 试 证 明 (六! F(T', 在) 未 
可 距离 化 

16. 设 关 是 赋 范 空间 , 考 感 自然 对 合 上 攻取 各 = DD, nHEN}, 其 
中 避 = 4 了 EXTIAI 志 全。 试 证 明 ; 汪 上 的 了 拓扑 就 是 范 数 丘 站， 

地. 设 .wf 名 是 饱和 委 族 , 试 证 明 。 Txv#=TxVTg, Tyng= Ta 个 
1 有, 

18。 设 < 污 , 了 > 是 对 偶 空 间 ， 并 证 不 中 的 子 灶 4 是 BCX ,YY 拓扑 有 界 
集 , 试 证 明 ; A 中 也 是 CX, 了 FY 有 界 的 ， : 

19， 设 < 沸 ,YY 是 对 惕 空间 ,了 是 三 上 的 向 量 据 扑 , 且 己 子 。 试 证明, 8 是 
了 括 扑 等 度 连 续航 充 要 条 件 为 SoE wT)， 

20。 设 注 是 虐 范 空间 ,SCE'。 试 证 朋 ，S 是 等 度 连 续 的 充 杰 条 件 汶 扣 
是 范 数 有 界 的 . 

21. 设 ( 二 ,了 > 是 对 俑 空间 ，SCY，w 是 了 中 由 有 界 集 组 成 的 饱和 集 
旋 * 二 全 上 明 : 总 是 了 w 拓扑 等 度 过 法 的 认 要 条 人 忻 鸭 全 E€f。 

22，。 设 < 此 ,了 ?是 对 偶 空间 ,了 是 苇 上 的 向 量 拓 扑 ; SSC, 试 证 有 明 : 仿 ?是 
Y 拓扑 等 度 连 续 的 充 要 条 件 汐 SEA(T)， 

23。 试 证 明 : 等 度 连续 性 和 不是 对 侦 不 变 的 ， 

“4， 设 二 :> 是 对 个 空间 ,sf 是 了 中 的 有 办 子 集 族 , 并 是 满 足 华 件 ，o) 
对 AAsE A, 全 让 AEw， 本 A 二 AA 对 .AE wr 存在 Bi， 
使 五 二 2.4。 试 证 明 : 了 x 是 可 人 多 证 朱 扑 的 充 要 条 人 忻 为 LAW|IAE =。 * 

25. 设 半 是 线性 空间 , 试 证 明 ，o《X"; 天) = BCX*, 革 )， 即 芒 * 上 关 
本 对 全 5 > 改 有 一 休 可 元 圩 拓扑 ， 

26。 设 ( 革 , 了) 是 局 部 症 线 性 距离 宝 间 ,并 有 日 示 完 种 。 试 证 明 ; 计 .上 活 于 
对 侦 《 天 ， 乓 的 任何 相 容 拓扑, 都 不 是 库 列 完备 的 ， 
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21- 试 给 出 分 离 的 但 不 是 可 爷 许 拓 提 的 一 致 收 襄 拓扑 x#。 

24，、 迹 《是 >》 是 对 人 帆 室 间 ， 沁 是 入 上 的 可 允许 议和 集 旗 。 念 了 = 
1 者 恪 对偶 5 有 * 才 “>。， 试 证 明 :《〈 有 :了 ={HELLd]R sidEsy 《首先 
站 C 广 不 ?*， 其 次 因 汶 线性 汉 明 是 连 继 的 元 村 条 人 忻 为 在 0 的 一 个 环境 上 有 界 )， 

2 号 ， 奶 <， 了 > 是 对 但 空 间 , wf 是 了 中 饱和 的 可 介 许 集 族 , 试 证 明 : TT 
是 相 容 拓扑 的 充 要 条 人 甘 为 .wf 中 每 个 集 是 ot, 计 ) 庆 扑 相对 紧 的 。 

30，。 设 < 六 > 是 自然 对 企 的 。 试 证 明 ， 对 于 关上 所 有 可 允许 拓 扑 朋 相 
疼 的 紧 子 集 。 

31。 设 局 部 西 室 间 革 是 可 分 的 。 试 证 明 ; 站 关于 仔 一 对 侦 < 耻 、 汪 分 的 相 

窑 拓 扑 也 是 可 分 的 。 

过 2 没 友 是 局 部 后 空间 末 是 区 的 子 宇 间 ， 则 再" = 大 下 上 。 念 由 一 
这 "f+ 为 典 型 映照 。 海 虚 自 然 对 婧 < 这 ,六 个 ， 设 贸 炉 ' 中 由 (于 ' ,六 》 
二 界 集 钥 成 的 饱和 集 族 ， 则 访 上 可 定义 一 臻 收 熟 拓扑 gg。 辐 时 考 庶 对 揭 
再， 再 '》， 念 轨 = 894g); 对 万 ' 中 的 集 族 多 可 定义 五 十 的 一 致 收盘 拓扑 
7#， 试 证 斑 ，Tg la = T% 。 特别 是 ， 在 日 上 o( 半 ,XD 和 oa( 妇 , 姜 )? 是 一 
致 的 。 

33。 度 < 这 ， 了 ?是 对 朝 室 则 ，。 斌 证明; (oY 议 儿 是 完备 的 充 要 条 
件 为 了 =Wr 

34。 设 《二 ,> 是 允 位 空间 ， 丰 是 天 赴 久 和 奖 邦 闭 集 。 试 证 明 ， 熙 述 条 件 
是 等 挤 的 : 

oy UE .LTY, 对 某 相 窗 拓扑 ; 

by 区 人 

ch rr 是 er ,上 紧 的 

35。 设 大 是 局 部 辣 室 闻 , 有 SC 己 二 是 均 窒 凸 财 子 浊 ,并 县 3 是 训 ( 汪 二) 
紧 的 。 设 EX*, 且 在 S 上 有 界 , 试 证 明 ， /EX' 

36， 证 二 是 非 自 反 的 Banach 空间 。 斌 证明， 着 在 {XX ?TCX? ,和 XY) 
市 是 笛 官 的。 因此 ，Frt 汪 7， 二 | 二 和 | Mackey 室 ] 问 的 而 
窗子 室 间 可 以 不 是 Mackey 空间 ， 

37。 试 证 明 局 部 屿 空间 (oC 说 二 的 等 个 其 范 数 是 序列 连 狼 
的 (因由 三 = 天 ,每 个 收获 序列 是 有 限 维 的 ? 。. 

38，, 计 革 是 无 限 维 线性 空间 。 试 证 明 扁 部 互 空间 (oN ,XX")) 上 
的 每 个 范 数 是 序列 连 称 但 和 址 是 连续 的 ( 国 为 D 的 每 个 o( 芒 ， 充 区 拓扑 环境 世 
癌 一 个 co~ 有 限 维 半空 间 }， 
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39、 讶 元 是 Mazut 空谷 ， 试 证 明 ; 和 如果 把 区 上 的 拓 拓 改 赋 岂 关于 < 友 ， 
下 的 较 弹 相 半 拓扑, 则 仍 是 Mazur 空间 。 由 此 可 以 举 出 一 个 是 计 azur 空 
同 ; 但 不 是 国字 同 的 例 . 

40。 设计 是 局 部 岂 空 间 , S$S 己 龙 '; 如 果 有 最 收 每 个 有 界 集 ， 试 证 明 ， 汪 
是 CX', 区) 有 界 的 ， 

41， 设 超 是 Banrach~Marckey 空间 ,已 是 氛 桶 和 的 。 试 证 了 明 : 萤 是 桶 式 空 
间 。 

42， 设 改 是 可 分 完备 的 局 部 凸 空间 。 试 证明， 三 上 的 每 个 弱 * 序 列 连 
续 线性 泛 通 是 弦 * 连 续 的 5 试 应 用 Grothendick 完备 定理 ) 。 

43。 斌 证明， 赋 范 空间 兰 是 自 反 的 充 要 条 件 为 每 作 了 E 大” 是 弱 # 连续 
的 ]。 一 

44。 斌 证明: 线性 空间 才 上 的 最 强 局 部 凸 拓扑 是 一 的 。 

45.， 试 姓 骨 无 限 维 颖 范 宇 间 上 的 罚 拓扑 不 是 而 的 , 从 而 趟 可 距离 化 ， 

46。 试 证 明 ; 局 那 四 械 离 空间 义 上 有 较 强 的 性 质 ， 光 中 吸收 每 个 有 界 集 
的 混合 《 称 为 bornivors) 是 09 的 环境 ;对 于 一 般 的 财 空 间 本 一定 对 。 . 

471。 设 上 是 福 式 空间 ， 试 征明， 在 " 尖 于 《和 和 生 >? 的 每 一 个 可 允许 括 扑 
是 序 讽 完备 的 。 

48。 设 证 是 柄 式 至 间 ) 并 且 天宇 长 *， 试 证 区， 到 ' 是 CY* oC YY 
引 笛 局 的 序列 阱 的 子 空间 (人 (后 让 是 有 界 完备 但 示 : 挝 完 省 的 ， 

49， 设 芷 是 栅 式 空间 ,考虑 目 然 对 全 《后 证 2，、 斌 证明，《 人， 人) 对 所 
有 让" 上 的 可 人 交 许 拓扑 了 具有 瞩 紧 姓 . 

56。 试 举 一 个 非 完备 赋 范 空间 , 但 却 是 桶 式 空间 的 例子 ， 说 明 对 于 桶 式 

定 间 姜 , 有 (让 不 一 定 是 完备 的 。 z 

1， 谈 汉 是 桶 式 空 间 ， 并 且 有 Schauder 其。 湛江 明 ， 大 是 钵 azur 空 
同和 如 区 = 开户 人 re 了 是 序列 连续 , 则 下 人 2) = 二 疡 (TCe)， 出 天 是 桶 式 
一 乒 连 续 ) 。 

5 和 2. 设 无 是非 诊 反 的 Banach 空间 。 斌 证明。 “和 妈 ， 大 ?是 半 自 反 的 ,但 
未 是 氢 桶 式 的 ,; 而 < 年， 久 履 是 拱 捅 式 的 ， 但 趟 是 半 自 反 的 ! 称 对 全 空间 < 交 ， 
Y> 是 氟 椰 式 的 ,是 指 ;如 果 ( .fr( 开 , Y)) 是 拟 桶 的 ) 。 

53， 试 证 网 ，rt 帮 ,了 7 = 用 (和 了 ) 的 充 要 对 件 为 《下 ， 区 > 是 半 自 摊 
的 ， 

54。 设计 旦 购 范 空间 ; 训 ' 可 分 试 证 上 明 41 广 在 十” 中 强 革 (CX) 
序 麟 是 和 社 窗 的 、 由 此 推 得 ; 旨 果 上 碟 民 轮 序 列 完 用 ,并 {有 有 可 分 的 林 二 罕 间 ;出 


、 仑 全 二 
赋 范 室 间 蕊 是 自 反 的 。 


55 . 试 证 明 半 自 反 空间 的 闭 子 空间 是 半 自 的 。 


56， 世 洛 是 有 半天 备 的 。 斌 证明; 《“ 直 ， 下 > 是 自 度 的 元 要 计件 为 《有 ， 
且 * > 是 自 反 的 。 

51.， 设 么 是 桶 式 空 间 ,s 是 一 个 秽 密 子 空间 。 试 证 月， 5 是 棉 江 空间 的 
充 要 条件 为 下 ' 由 的 每 个 otX!' ,Sy 有 界 打 是 等 度 连续 的 。 
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-$1 对 偶 算 子 和 HelHinger-Toeplitz 拓扑 


设 东 、Y 是 线性 空 旬 。 上 是 藉 到 了 网 线性 算 子 。 才 ”和 了 工 ” 分 
缠 表 未 二 和 了 工 上 的 此 性 弃 图 全 了 床 。 则 对 于 给 定 的 工 末 中 证 交 一 个 
Y ”到 车 * 的 线性 算 子 了? 中 > 了 

(CTDICX) = PLTX), EX, 

现在 设 <X, 对 》 和 《<*Y 了 ,YY 》 是 两 组 对 伪 空 间 ， 则 XX CX”， 

Y CY*， 对 于 外 到 Y 了 的 线性 算 子 T, 可 以 定 叉 
T= Tr.., 

则 是 了 到 Xe 的 线 人 性 算 子 。 如 果 汪 必 条件 T(Y 7CX ， 希 称 
二 TY 一式 ”为 工 约 对 忆 箱 子 ， 和 

容易 知道 ，T' 是 工 的 对 得 的 充 要 和 条件 为 : 对 每 一 个 XE 区 和 
FEY ,有 


<Tx, p= x, Tp, C1) 
由 对 偶 算 子 的 定 头 可 知道 T* 和 了 的 地 位 是 对 称 的 ， 即 如 果 是 
工 的 对 惕 ， 则 工 也 是 王 的 对 偶 ， 并 且 环 = 人 民 六 = 工 届时 ,由 对 
代 空 间 的 分 离 性 的 假设 ,对 倡 算 子 妈 果 存 在 ,出 必 是 唯一 的 。 
引 于 1 设 T=Tjr, 则 工 Y )yCEXI” 的 充 要 条 性 为 线性 算 
子 T 瑟 -TY 是 口 ( 巧 ,于 一 ft YY) 连续 的 。 
证 如 果 TY")CX", 则 由 : 
Tx, PY = CX T PY XER, PEY”, 
即 旭 工 荐 (XX 一 00Y YY 连续 的 。 
上 反之 ， 设 TT 是 ocX, 革 )-00Y,Y") 巡 续 和 的。 对 任 一 pgEY"， 
不 上 的 线性 生 图 xr3<Tx, PY》 是 2X 外) 连续 的 。 柱 据 对 狗 空 间 


委 对 人 情 箭 子 和 和 Hsllinger-Tosplitz 柏 扑 此 立 登 


弱 连 续 线 性 六 本 的 宫 示 定理 ,入 在 唯一 的 元 T EX ,舍得 
《Tx, P= Cx, 工人 >。 

所 EL TY )CCX 。 证 毕 。 

以 后 为 方便 起 见 , 如 果 了 工 是 co(X ,和 7 -oz YY) 连 续 的 ， 习 
惯 上 , 称 卫 是 o-( 弱 ?连续 的 ， 

定理 1 设 (XX, XX 》.<Y，Y 》 分 别 是 对 偶 宝 间 。T 是 下 到 YY 
的 线性 个子 ， 那 来 算 子 工 存在 对 侦 算 子 T 的 充 要 条 件 是 了 是 0- 
连 继 的 。 如 果 工 是 吐 连 续 的 ， 那 末 开 
连续 ， 


证 由 于 人 T“》=T, 根据 引 理 1 即 得 后 一 缚 论 . 

由 定理 1 知道 的 存在 性 和 工 的 呈 连 续 性 是 等 价 的 ， 

推论 1 设 (X, 外》 与 Y, 了 ^y 分 别 是 对 侦 空 间 , 线 性 算 子 Q， 
Y“ 一 XX , 则 春 在 线性 算 子 T, 久 >Y, 使 得 @=T 的 充 要 条 件 为 0 
其 oY ,YY) 一 O00X ， 天 7 连续 的 。 

准 论 2 设 X、Y 是 局 部 凸 空间 , 则 线性 算 子 TaX-*Y 是 0 和 连 

P= (x, Tp), XE KR, PE YY, 

六 是 了 是 0- 壬 续 的 充 避 条 对 为 T' 是 o* 连续 的 。 

在 艾 、Y 是 局 闭 册 = "TT 二 E = 
共 应 莫耶, 所 为 了 *， XK/, y7 下 到 强 拓扑 ， 中 Ce, 
一 般 并 不 等 于 T, 但 是 有 关系 T**|x=T， 

推论 2 说 明了 一 一 对 应 T->T’" 是 让 连续 线性 算 子 T， XY 
全 体 组 成 的 线性 空间 和 o* 连续 线性 算 子 T'，Y/->X’ 全 体 组 成 的 
线性 空间 之 间 的 代数 辐 攀 ， 

CaT + bbs) = aT + bs 

但 是 对 于 乘法 ， 对 应 需 交 换 次 序 。 设 S 是 Y=2 的 o- 连 续 线 

性 算 子 , 则 


ST = 1 Tr 


推论 3 设 X、 YY 是 局 部 凸 空间 ， 了 是 着 ~ 芋 的 连续 线性 算 


子 , 则 工 必 是 爷 连 续 的 。 从 而 序 在 对 偶 算 于 了 。 
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证 ”只 要 证 明 对 人 由 工 和 存在 即 训 。 设 中 EY 则 线性 泛 郴 灰 x) 
=《Ix， 人 > 是 天 二 的 连续 线性 泛 冰 ， 所 贞 feEX’, 即 4TX 9p》= 《xy 
办, 了 =T“9， 对 侦 算 子 T 存在 ,根据 定理 1 知 ,T 是 ~ 连续 的 。 证 
圭 。 

定理 2 设 闪 ,Y 是 局 部 凸 空间 ,线性 映照 克 ; 久 一 Y 是 0- 连 续 
的 充 要 条 件 为 : 对 于 Y 了 中 的 每 一 个 闭 的 超 平 面 且 30, 其 逆 像 
AmH) 是 外 中 的 闭 集 。 

证 设 P9 是 了 上 前 状 性 泛 消 ; 量 = {p= 人 因为 上 是 闭 
的 ,所 以 EY'， 则 由 

AICH)}= {x pC Ax =0})= 人 | 由 Kx = 0}, 
故 A-1CHD) 是 于 前 充 要 条 件 为 AgEz， 即 等 价 于 和 是 o 连 续 
的 。 

下 面 给 出 一 些 运算 性 质 ， 

定理 3 设 熙 , > YY > 是 对 偶 空 间 ，T XX 一 Y 是 中 连 
续 线 性 算 子 ,T’' 是 工 的 对 帆 算 子 。A4 一 大 BCY ,网 有 

(Ca) TOA = (CT) 1AN):; 

(by TB = 于- 3); 

Cc) 其 华 了 (ACECCT， 则 TACDCA， 反 之， 如 果 忆 是 均 
衡 圳 9CY 了 用 集 , 风 出 并 (CA 一 T(4)CC 

《d7 直 虹 CCTOXY, 则 了 CC 工人 人 加 门卫 CTY 

证 《6a) TOA = {mEY” [sup| cix, Pp | < 


= {plsupl<x, Tw | 1} 
正三 马 


= {PIT’mE A = CTOTICAN). 
Cb》 征明 和 C00 洲 伺 。 
Cc) 加 果 TCAYCC, 网 CTCAN = 《TY-1C 直 )， 两 边 作用 
T' 得 到 TC TEST 过。 反之 ， 设 己 是 均衡 凸 弱 闭 
集 ; 并 且 T’CCYCA9， 则 
TCAMDICTCI HAO) = TCT"UCNRIICCW= OO, 
即 得 TA} 守 纪 ， 


&1] 对 人 则 算 子 和 Hellinger-Toeplitz 哲 站 pd 


Cd) 因为 C=<TOTTOON9?= TITHNTTMCIYDY, 两边 作用 

T*, 得 
TACOD = TATOTHTTHCIDN = THCIN TO ), 

如 果 记 RCTY= {Tx, XE XX}, NCTY= x, Tx=0}, ROT’) = 
{TP PEY YY， NOTD = ,T= 从 。 考 虑 到 对 于 线 社 空间 五， 
8 = B+, 则 有 下 述 推论 ， 

推论 1 设 、 是 局 深 唔 空间,，T， 一 是 o- 连 续 线 性 映 
照 ,加 

(Ca) NOT = ROT)Y, 

(bY ROT = NOT)Y? 

CO) NOT = ROT)Y, 

Cady [ROTOD DIG = NCTOT.,, 

证 Ca)、(C5) 可 由 定 埋 2 中 (a)、 (Pb) 令 4= 牙 或 B=Y’ 而 得 
于。 

《c) PCT7 7 一 RCITyLtL= RET 7?00= ROT). 

(dy NCTY+ = 有 RCIT')L=FRIT 7)]ze。， 证 毕 。 


由 还 即 得 下 述 推论 ， 
推论 2 设 基 十 局 部 凸 空间 ，Te XY 是 中 连 统 线 性 算 
隆 ， 则 了 工 是 一 一 件 为 : 工 的 值 域 在 X 中 品 " 番 


或 等 价 地 ,T’ 的 值 域 在 和 上 十 全 的 。 

同样 地 ， 瑟 是 一 一 时 大 的 讽 到 条 人 为 RKT) 在 Y 中 是 入 
的 。 
”我 们 已 经 知道 ， 连 续 线性 算 子 一 定 是 性 连续 的 。 反 过 来 , 则 
不 一 定 对 。 下 述 定理 给 男子 六 连续 线性 算 子 是 爱 继 丁 蔷 和 古 ， 同 时 
表明 o- 连 续 线 性 算 子 了 的 某 些 性 质 可 以 借助 了 加 以 研究 。 

定理 4 设 (X, X"》、(Y，Y“》 是 对 偶 空 间 。.oz、 雪 分 别 是 
X“^、Y" 中 的 均衡 凸 oC(XX^, X).oCY“, 了 ) 有 界 子 集 旋 , 满足 下 述 条 
忻 ; 如 果 4 、4E .0 (相应 地 EE 深 ), 则 存在 AsE€ 好 (家 应 地 E : 罗 ) 
司 得 4 吸 鉴 4 U A:。 

则 o- 连 续 线性 映照 TX->Y 是 (X,Ty) 一 (了 , Tg) 的 连续 映 
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照 的 充 要 和 条件 为 ; 对 于 每 个 BE 和 盆 , 必 存 在 4E€E.w 和 正 数 入 使 得 
TCBYCALAJS rr , 
证 ”由 假设 , {p*, 在 E20) ， {ps5, BE 雪 } 分别 是 (XX,Tx)、(Y， 
Tg) 中 的 连续 氢 范 数 基 ， 因 为 了 是 连续 的 ， 故 对 偶 T' 存在 。 工 
是 Te -了 Ts 连续 的 充 要 条 件 为 :对 于 每 个 旦 E 级 ， 存 在 4E 红 下 
X 六 曲 ， 使 
PITAXY ENPACXY = 有 和 
而 .PHTX) = sup|<Tx, p>| 
EF 
eB [<x, Tp! = pp" HX), XE X, 


所 以 p(X)，( 和 CTABI 很 据 双 极 定 理 ，T’B) 
TBC OA = A rr 证 毕 。 

推论 设 习 .了 是 局 部 凸 空间 ， 则 呈 连 续 算 子 了:X->Y 连续 
的 充 费 条 忻 为 了 把 立 中 的 每 个 等 度 连续 集 归 成 着 中 的 等 上 度 连 
续集 。 

证 由 第 三 章 $4 中 的 定理 2， 芒 ，Y 上 的 局 部 凸 拓扑 皂 是 在 
X7 YY 中 的 等 度 连 续 案 上 的 一 致 收 襄 扣 盾 。 只 要 取 . 邓 、 滁 分 别 是 

和 、Y! 中 的 等 度 连 续 的 衡 四 了 于 集 全 昼 ， 则 根据 定理 8 其 得 。 证 
对 于 任 一 对 个 空 间 < 入, 天 >， 下 上 上 的 任 一 可 允许 拓扑 可 以 表 
东 为 Tx, 即 .2 上 的 一 致 收 襄 拓扑。 其 中 心 是 下 ”中 的 可 允许 集 
族 。 如 果 . 史 是 X"” 中 只 和 对 偶 有 关 的 某 些 集 类 组 成 。 例 如 CCX， 
四、. 可 取 基 ”中 的 由 有 限 点 集 线 成 的 他 和 集 族 。 对 BCX, XX ) 
扫 扑 ,可 取 半 ”中 所 有 oc , 半 ) 有 界 集 全 体 。 此 时 可 以 斌 为 约 
拓扑 各 强 抑 扑 对 所 有 对 个 空间 前 有 明确 的 意义 ，。 

定 必 设 基 是 局 误 凸 空间 ， 考虑 有 目 然 对 失 《全 >》 与 人 
Ya& 是 某 个 对 所 有 对 侦 空 间 都 有 意 关 的 可 允许 拓扑 。 吉 时 当 
强 性 映 有 照 T， 基 一 工 是 连续 时 能 推 得 开 也 证 AC 于 一 CX 人 0 
连续 的 , 则 称 @& 为 Helinger-Toeplitz 开拓 了 打 。 

根据 定理 1 的 推论 3 知 弱 拓 盾 9 是 Hellinger-Toeplitz 型 抒 
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扑 。 下 述 定 理 谨 明了 Mackey 拓扑 z 等 部 是 Hellinger-Toeplitz 型 
拓扑 ， 它 是 定理 4 的 直接 推论 . 

定理 5 设 天 了 是 局 部 凸 宅 间 , Ts XX->Y 是 连续 (或 o- 连 续 ) 
线性 算 子 。 则 

0) I 是 TC(X, RY 一 TCF, YD), BX, A BOF, YN), 
BC BCY ,了 站 连 约 线 手 算 子 。 

《bb 荆 的 对 假 莹 子 T 是 OCT TY) 一 CN XX) ,TOY’,， Y)— 
TR 有) 有 YY 一生 (天 ?连续 的 ， 

证 只 要 讨论 荆 是 oo 连续 的 情形 。 由 定型 1 知 ，T' 是 o* 和 连 
绿 的 收工 把 六 中 的 均 交 是 oCY/，Y) 紧 焦 点 照 到 并 中 的 均衡 
止 0(X', 攻 ) 肥 集 。 根 据 泪 理 4 知 ,T 是 fT(Y YY 7 一 TS 连续 
的 。 

所 强 后 护 记 CX X= Tw BCY ,Y= Te， 其 中 4、 地 | 
分 别 是 区、Y 中 的 强 有 界 集 全 体 。 设 均 衡 凸 集 BE 营 (。 如 要 证 
明了 尽 BC O) 一 CY ,了 个 连 如 时 ,根据 定理 3, 内 要 证 朋 了 8 
是 * 中 的 强 有 界 侣 即 可 。 设 品 是 下 中 任 一 CC, 人 有 界 集 , 则 


sup| <x, TBY| = sup| (Tx, BY| = suplix, BY | < oo0. 
举 下 二 :| 入 局 下 种 


这 是 由 于 了 是 o 连 续 的 ,所 以 TC 是 olY, Y!'》 有 界 集 ， 叉 因为 百 
是 强 有 界 集 ， 所 以 上 式 成 立 。 这 就 证 明了 T 吉 是 X’ 中 的 强 有 界 
集 ,T 是 B*(X, 居 人 ) 一 B*(Y,Y') 连 续 的 ， 

定理 的 其 余部 分 鸭 让 有 明 是 类 和 似 的 , 拒 它 们 留 绍 读者 完成 。 

推论 1 如 果 工 是 Mackey 连续 前 ， 则 工 是 Mackey 连续 的 。 

设 吾 是 Hilbert 空间 ， 上 各 是 五 一 互 的 各 性 算 子 。 划 毕 对 任何 
f .3E 三, 均 有 CAf, 让 = (A9), 则 各 是 连续 的 。 事 实 上 ， 由 条 
件 知 上 凡 必 o- 连 续 的 。 根 据 定 理 5(a]，4 是 t( 百 , Hr(H, H') 
连续 的 .由 于 Hilbert 空间 是 Mackey 空间 , 即 下 (8 , HY 为 H 上 的 
范 烙 拓扑 。 这 个 结论 首先 由 Hellinger Tocplitz 所 证 明 , 定 理 5 可 
以 看 作 它 的 推广 。 

推论 2 设 开 .Y 是 赋 范 空间 , 则 线性 算 子 Ti X-Y 是 co- 连续 
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的 充 要 条 件 为 按 范 数 拓扑 是 连续 的 。 
推论 3 ” 设 又 是 Mackey 空间 ; 部 凸 空间 ， 则 线性 算 
T:X->Y 是 连续 的 充 要 条 件 为 了 是 o- 连 续 的 ， 
如 果 了 是 o- 连 续 的 ， 风 是 TCX X77 一 TCY，Y7) 连续 
的 。 由 条 件 工 = (X，zr(X，X')7， 而 (了 ，zr(Y，Y')) 一 Y 总 是 连续 
的 。 则 两 个 连续 算 邓 的 乘积 仍 是 连续 的 , 即 T4X->Y 是 连续 的 ,证 
毕 、 


$2 局 部 凹 空间 的 折 扑 同 态 


设 .Y 是 局 部 四 线性 拓扑 空间 。4A: XY 是 连续 线性 映照 ， 
如 果 对 王 蕊 中 的 每 个 开 集 分, 其 像 4(G) 是 ACX) 中 的 开 集 (其 中 
asX) 卫 以 由 导出 拓扑 )， 则 称 上 各 汶 托 扯 同 态 ftopological homo- 
morphism7y。 容 易 郑 道 ， 连 续 组 性 映照 各 是 搓 扑 同 态 的 充 要 条件 
为 相对 开 了 临 。 一 对 一 的 拓扑 网 态 称 为 拓扑 羊 贡 同 态 【topological 
monomorphism) ， 如 果 进 一 步 满 足 条 件 ACX) =Y, 则 称 入 为 括 耻 
同 答 。 例 加 !, 对 于 天 的 任 一 子 空间 名 , 现 型 商 喘 照 Q@，X 一 X/Z 以 
及 典型 联 入 映照 WZ->X 都 是 拓扑 同 态 映 下 ， 

设 蔗 ,Y 是 局 部 可 空间 , 瑟 到 立 的 连续 线性 映 想 全 体 按 通 带 的 
线性 运算 构成 线性 空间 , 记 作 纤 (X,Y 了 )。 借助 于 上 述 两 个 拓扑 同 
坊 映照 ,每 一 个 连续 号 性 映照 AEZCEX, 了) 可 以 有 下 述 的 典型 分 

A=JAK, (1) 
其 中 下 是 外 到 /NGCA》 上 的 典型 商 跨 限 , A 是 X/NCAY 到 AX) 
上 的 一 一 连续 线性 映照 ,是 A(X) 到 Y 了 的 典型 允 入 。 基 果 用 入 = 
1A 表示 内 XN (A) 到 立 中 的 一 对 一 的 连续 线性 观照 ， 则 有 及 = 
上 

容易 知道 , 如果 4E .5(XEY) 是 拓扑 同 态 , 则 4 是 从 三/NC4) 
至 的 拓扑 音调 局 态 ,而 且 4=J4, 其 中 各 是 从 瑟 /NC4) 到 4) 
上 的 拓扑 同 构 。 典 型 符 入 .A(X)->Y 总 是 拓扑 单 洞 同 坊 。 


83 局 部 凸 空间 的 折 扑 伍 邦 从 


(1 AE (XX, YY) 是 拓扑 同 态 的 充 要 条 件 为 下 述 一 个 等 价 每 
件 满足 ke 4 是 拓扑 同 构 ; (5) A 是 拓扑 单调 同 态 . 

(ID 设 X,Y 是 局 部 凸 空间 ,线性 映照 4* XY 是 拓扑 阅 春 ， 
册 ArfY' 7 基 X' 中 oo* 闭 集 

证 设 为 是 4Y2 在 X’ 中 关于 弱 * 拓 扑 的 接触 点 , 则 

foELA YN) I a rs = NGA NCA)+. 
扬 以 , 却 毕 zENCA), 则 了 2) = 90, 由 此 ， 丰 了 的 于 空间 AX) 上 
可 以 如 下 唯一 地 定义 一 个 线性 汉 孙 
[COAXD) = fotX), XE, 

下 面 先 证 1 的 连续 性 。 令 U= {x|| 有 (0)[ <a}， 由 为 EX 
是 夭 中 心 的 开 环 境 。 因 为 和 是 相 对 开 的 ,YY= AU 是 ACX) 中 的 开 
集 ， 由 于 当 区 = 4AxET 时 ，| 了 天 多 1 = [10CAx) = | <ey 即 顽 
f 星 4X 上 的 连续 线性 证 画 。 然 后 根据 Hahn-Banach 定理 ,入 
症 坟 EY 了 合 得 CC4X) = 下 4x)7 = 有 CX)CXEX), 即 知 = AE 
ACYY ,所 以 4(Y 是 0* 闭 的 .证 举 ， 

直面 给 出 拓扑 同 态 的 对 侦 特 征 ， 

定理 1 设 《XX"》、《Y, 了 “) 是 对 偶 空间 ， 则 从 XX 到 Y 了 的 线 
性 观照 工 是 o- 拓 扑 同 态 的 充 要 条 件 为 :了 工 的 对 但 T' 存在 ,并 且 T” 
的 值 域 RCIT7 ?是 和 ”中 Co ,六 ) 闭 集 ， 

”证 首先 注意 级 竹 臣 照 工 基 叶 相对 开 的 充 要 条 性 为 对 任 一 
有 限 点 集 及 cX*, 存在 有 限 点 集 BCY', 使 得 
BNTOYICTCA). 
与 瘟 等 价 地 , 即 是 满足 T 了 -BCA 十 T 07。 

充分 性 : 设 R(T 站) 是 gt“ ,四 ) 闭 的 ,4 是 于 ”中 的 有 限 点 集 ， 
则 A% 是 到 ”中 的 月 限 维 紧 集 ， 所 以 必 存 在 T'CY") 中 的 有 限 点 集 
T"(B) ,其 中 吾 是 YY 中 的 有 上限 点 集 , 使 得 

aa NT (YY T+ CBY 
因为 TY 是 ol 六 X^, 革 ) 闭 的 ,所 以 
TOBY (AU TIOY YN TA + TIO I Serr 
= 二 24+ T1000), 
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.根据 红 中 药 年 理 3, 有 


T-UB) Cc(SA ) 二 了 -CO03 


折 以 工 是 a 相对 开 的 。 由 TY 仓 在 可 知 遵 , 工 是 连续 线性 肌 照 ， 
姑 知 了 是 c 拓 相同 态 。 

必要 性 :由 性 质 (ID 即 知 。 证 毕 。 

推论 1 设 X.Y 是 局 部 凸 空间 ,线性 映照 工 X->Y 是 o- 拓 四 
同 态 的 充 要 条 件 为 了 的 对 偶 T 存在, 并且 RCT”) 是 0- 闭 的 。 

由 性 质 (IDD 和 $1 定理 1 向 推论 3 可 得 到 : 


推论 2 局 部 此 空间 久 到 局 部 呈 空 间 Y 的 拓扑 闻 态 必 定 是 0- 
推论 3 4Ex (7 是 o 拓 扯 单 调 同 态 的 充 要 条 和 件 为 
圳 《TD 一 天 (C2) 
推论 4 饥 部 西 空 间 芷 到 局 部 西 空间 Y 了 的 线性 映照 万 是 o 拓 . 


扑 同 态 , 并 且 尺 CA) 是 史 闭 的 充 要 条 件 为 对 个 映照 4 是 5 半 -拓扑 
间 坊 ,并 且 Ri47) 是 os 一 闭 的 。 

证 证 太 是 二 指 扑 闻 半 ;并 二 RtA) 是 oa 闭 的 。 根 据 定理 1， 
RA 是 0* 闭 的 。 由 和 丰 的 呈 达 续 往 可 知道 4 是 o”- 连续 的 。 雪 
为 人 六 = 以 长 民 人 是 一半 的 ， 担 据 定 理 1， 和 是 c 一 拓扑 网 
本 。 反 过 米 的 证 有 明 是 一 祥 人 的 。 证 上 毕 . 

锥 论 5 人 是 局 部 凸 空间 X 到 局 部 上 空间 了 上 的 "- 狐 扑 网 
构 的 充 变 条 性 为 A' 是 co 拓扑 辣 构 。 

证 ”如果 点 是 o 呈 拓扑 同 梅 ， 则 及 (40 是 5*- 闭 的 。 又 因 委 是 
一 对 一 的 ，NK47 = 10)。 所 以 RCA = FERKA77]Ts = NCAY+ = X/. 
另外 ,由 RC4)= 了 知 A' 是 0* 扼 站 同 态 , 且 NCA) = RCAY+= {0}， 
古 以 是 一 对 一 掀 , 即 庆 由 是 只 ~- 拓扑 局 构 。 反 过 肥 , 证 明 是 一 
样 访 。 访 毕 ， 

贷 于 设 昌 是 局 部 是 空间 (E, 多 ) 的 子 空间 。 上 暴 型 懂 入 映照 
J 二 E 是 邦 扑 单调 同 态 。 由 推论 3 可 知 CE 人 Y= 和 ， 如 有 果 把 HH' 
和 E'/H' 不 恕 区 别 , 弄 站 是 BB'->E'/BH* 上 的 典型 映 照 。 如 果 互 是 
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闭 的 , 则 站 是 坟 拓 扑 同 态 。 如 果 百 不 是 闭 的 ， 则 天 不 是 co- 指 扑 


闻 态 。 
必须 注意 ， 拓 扑 同 态 的 值 域 一 般 不 一 定 是 诸 的 。 例 如 瑟 是 赋 
范 空间 , 定 是 EE 的 完备 化 扩张 并且 EE 7， 5-> 宫 是 典型 幅 入 
映照 , 则 了 是 拓扑 单调 同 坊 ， 因 为 RO) = 在 E 中 是 秽 害 和 的， 议 
EE, 所 以 RCO) 不 是 闭 的 .但 是 可 得 如 下 结论 ， 
(LU 设 X, YY 是 局 部 西 空间 。 A4， XX 一 了 是 拓扑 同 态 。 如 果 
商 空 间 习 /NCA) 是 完备 的 , 则 六 (RX) 是 闭 的 。 特 别 是 ， 如 果 匡 是 完 
省 的 ,4 是 拓扑 单调 同 态 , 刚 4(X7 是 闭 的 。 
证 考虑 如 的 典型 分 解 。 鸯 为 4 是 和 ANC4) 到 4(XK) 的 拓扑 
同 构 , 如 果 KANYC47? 是 完备 的 , 则 4(X)? 也 是 完备 的 ,所 以 是 闲 的 ， 
前 面 已 经 给 出 了 5- 拓 扑 同 态 和 的 对 偶 特征 。 下 面 畦 入 对 一 般 
拓扑 间 态 前 讨论 。 下 面 的 折 扑 司 态 定理 是 最 重要 的 结果 之 一 。 
引 再 1 设 (X, .FD)、(Y,.F 少 是 局 部 是 空间 ，A; XY 是 o- 
拓扑 局 态 。 设 中、 多 分别 是 X,Y' 中 的 等 讼 连续 集 台 全体。 如 
果 和 是 F148; 租 对 开 的 映照 , 则 
A BIIOA NA TY) = MIE A MC A YD)}. C3) 
证 ”因为 4 是 o- 拓 扑 司 态 ，4(Y2)? 是 o*- 闭 的 。 故 只 要 对 性 
一 均衡 上册 0*- 闭 人 柴 导 HE 站 AACOT 仆 证 朋 和 LE A'B) 即 可. 
因为 M 是 居中 0 的 环境 , 由 假设 ， 妇 是 .8 一 Fs 和 对 开 的 ， 
在 (MD) 必 和 包 会 一 个 AC0XD 中 心 的 闭环 境 风 站 4 其 中 ME 妇 
是 Y! 中 均衡 凸 gc*- 闭 集 
MN ACKICS ACMY) 
作 内 4 得 到 
Mi NCAYDA-ICOMD = AM 
因为 MiC ACY ,所 以 MY AiCY') = NC4)， 故 
MI= M+ NCAY DA CM Y's 
MICLA CM Fr 
由 Alaogla 定理 ,Ms 是 o*- 紧 的 。 帕 4 是 o*#- 连 续 的 , /CM2) 是 
c ~ 了 于 的 , 即 证 明了 MCA E AGB》。 证 毕 ， 
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i 理 2 机 (了 DY 了 2 是 局 部 山 空 间 ，AA -TY 是 o 
拓扑 同 态 。 如 果 ACBD 二 站 NCYY)， 则 和 妥 是 了 F1 -了 :相对 开 
的 ， 

证 ”只 更 证 明 对 于 天 中 的 每 个 0 的 环境 己 ， 存 在 了 中心 的 斑 
接 V, 使 ACT 一 8 门生 (和 购 可 。 出 了 于 ACU + NCA}}= AAA， 所 
以 东 妨 假设 雪 是 均衡 凸 闭 的 ,并 号 包 合 NCGA), 
玉 De=ME. MICNC4= 4 ， 田 候 襄 存在 ME 地 ， 
使 得 MEAN 所 以 
MOODOA CM = A-ICOME): 
ACU) = ACUMD = ACMI OMSN ALX), 
即 说 明和 在 是 .FF1-.F; 相 对 开 的 。 证 举 ， 
由 此 其 得 ， 
定理 2 [ 拓 状 同 坊 定 理 (Grothendicety] 设 革 ,YY 是 局 礼让 
神 间 ,3 、 禾 分 六 是 XY' 中 的 等 度 连 续集 合 侈 体 ,AECOX,Y) 
则 和 妇 是 丘 盾 同 埠 性 为 油 足 条 性， 
(9) A 在 /中 是 9- 团 的 : 
(by ACHBI ON A Cr'), 
推 沦 ”拓扑 休 态 4: XX->Y 是 折 扑 阿 态 和 的 充 要 条 件 为 调 让 和 汉 
Sea 


件 
和 A'CHB) = on AT)。 


T 充 要 和 条件 为 4 及) 安 


,放电 定理 2 锦 得 ， 

对 于 Mackey 拓扑, 进一步 有 如 下 结果 : 

定理 3 设 (, 了 是 局 评 凸 下 加 ,7Y ,37 是 Mackey 空间 ， 
其 

(0) 从艺 到 了 上 请 的 ? 拘 连 丝线 性 上映 根 和 4 是 后 扑 司 态 《如 天 
的 的 充 萎 条件 为 和 是 号 搞 扑 了 同 态 ( 肛 g- 开 的 )。 或 等 愉 抽 ， 
4 十 -了 的 。 

(b> 人 每 个 愉 王 到 这 上 满 的 ) 的 c- 折 了 裤 局 和 态 和 让 必 是 注 的 Mackey 
拓扑 站 入。 反之 亦 然 。 
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证 《9 只 要 证 充分 性 : 设 AA 是 基 Y 上 的 5- 拓扑 同 态 ,， 则 由 
宕 再 1 其 , 丰 是 YY 一 C7) 上 的 90*~- 拓 扑 同 构 。 如 赣 证 明太 是 打 
相同 态 , 只 要 验证 定理 2 的 (8》。 设 有 是 ACY 中 的 均衡 屿 0*- 
紧 子 集 。 记 M2= CADTHM0)， 则 二 ACM.)。 由 于 妇 是 站! 一 
AAYDI 上 的 0- 帮 扩 同和 构 , 所 以 Ms 是 YY 中 均 涝 同 o*- 紧 了 于 集 。 出 
于 了 宁 s 是 Mackesy 近 扑 ,MyE 和 营 。 由 此 下 站 ATCYDOCA TB). 

5》 如 时 了 F1、 久 ;都 联 Mackey 拓扑 。 出 于 -连续 线性 映照 
必 Mackey 和 连续。 由 5o 即 得 Ca。 证 毕 。 

玲 论 1 设 4: 有 一 是 9- 连 毕 线 性 映照 。 则 是 YY->X/' 上 
的 Mackey 拓扑 同 访 的 充 要 条 性 汐 ， 生 是 地 拓扑 单 谓 同 态 ， 并 -有 
RS 区 阿 的 ， 

证 ” 报 据 定理 3(D)，4 是 Y~z 上 的 Mackey 拓扑 局 过 的 
充 要 条 忻 为 A 为 Yi 一 区 上 的 0- 拓 扑 同 态 ， 由 定理 二 知 充 怪 条 
什 汶 和 是 吐 拓扑 单调 同 态 ,并 且 .Ra4) 是 闭 的 。 

注意 到 在 定理 3 中 要 求 4( 革 》=Y, 这 时 相对 开 忱 照 即 为 开 上 觅 
局 。 对 于 局 部 贞 距 离 空 间 有 下 述 结论 ; z 

推论 2 设 X、Y 是 局 部 凸 距离 空间 ，4E -2 (X, Y)， 则 4 为 

拓扑 同 态 、o- 拓扑 同 态 .Mackey 拓扑 同 态 三 者 是 一 致 的 。 
证 ”由 于 闹 部 是 距离 空间 是 Mackey 空间 ， 所 以 内 
扩 赴 同 态 十 拓扑 辣 态 。 设 和 站 是 二 拓扑 同 态 。 了 在 ACX》 上 导出 的 
局 滋 凸 泊 扑 也 满足 第 一 可 列 公 理 , 艳 A(TX) 是 Mackey 空间 。 把 各 
看 作成 4(X2 上 的 oo 拓扑 同 态 , 由 定 她 3 即 知 站 是 其 -由 () 的 
搞 扑 司 态 ,二 而 也 是 -xY 的 拓扑 同 态 。 证 上 毕 ， 

我 们 知道 ,局 部 凸 空间 苹 上 的 拓扑 关于 自然 对 眉 《让 , 区 >》 是 
搬 和 容 扩 扑 。 对 于 更 一 般 的 可 多 许 招 扑 可 得 下 述 定 理 : 

定理 4 设 羡 ,Y 是 局 部 是 空 间 ，< 人 ,站 ,< 了,Y/'》 是 自然 对 
癸 ;. 史 、 腕 分别 是 和 、Y 中 的 由 0* 有 界 集 组 成 的 可 允许 狗 和 染 
族 。AE 和 (YY)。 了 出 各 是 (XX Tw) >CY ,Tg) 的 拓扑 单调 同 着 
的 充 尾 菜 件 为 满足 下 述 条 件 ; 

Ka A (BITS 
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(3p) 对 矢 一 个 M1E .存在 MizE 过 ,使 得 MT 4 CNM2)J2， 
证 必要 性 : 设 人 入 E (X 了 ) 是 (X, Ty) 一 (Y, Tg) 的 拓扑 单 
调 同 态 , 则 4 是 Tw -Ts 连续 的 .由 红 中 的 定理 4 即 得 (49)。 因 为 
好 是 饱和 集 族 ,不 妨 恨 定 M 是 ai 中 的 均衡 凸 0*- 闭 子 集 , 因为 
站 是 Tw 一 Tg 相对 开 的 ,存在 均衡 凸 o”- 闭 子 集 Mae 多 ,使 


ACMD OM NACE, 
则 
MOATICMED = A CM 
RM = RMT CA TCM) = [ACMI) ]7e。 
即 推 得 心 ?。 


充分 性 :由 《2) 知 如 是 Te -Ts 连续 的 。 报 据 (b》, 有 
oe MJD 人 AM = 


得 至 1L4 (fj]zre= 所以 和 是 一 对 一 的 。 下 面 证 明 4 是 了 vv - 
Tg 相对 和 开 的 : 
识 EA, 由 (B》， 必 存 在 ME 引信 得 
MCLA CM rs,, 
出 
MA CM) = A OND) 
ACMIDD OMIEN ACX), 
而 ME 2 是 外 中 09 的 Ty 拓扑 环境 基 。 证 毕 ， 
推论 设 AAE 关 (I, 了, 则 如 是 Y' 到 XX' 的 强 擂 扑 单调 辐 
态 的 充 要 条 镍 为 * 对 工 中 的 每 个 全 噶 子 集 对 ， 存 在 与 中 的 有 界 集 
afz, 使 
Mi A). (C4) 
证 考虑 自然 对 偶 《XX 及 < 了 ,YY 了 人)》 ,根据 AE X,Y)， 
斥 是 o- 连 续 的 ,所 以 4 也 是 二 连续 的 ,CA 小 /= 4。 押 以 如 满足 
定理 4 的 条 忻 。 事 实 上 , (ao) 自然 满足 ,而 作 ) 和 > (4)。 
关于 拓扑 同 太 的 扩 绢 
定理 5 设 X.Y 是 局 部 凸 空间 , 4E 儿 ( 和 ,了 Y) ,Xi 是 站 的 币 
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窗子 空间 。 如 果 有 | 三 是 拓扑 同 态 《拓扑 单 调 同 态 ?)， 则 如 也 是 拓 
扑 同 态 ( 相 应 地 拓扑 单调 同 访 )。 

证 首先 注意 2 = 天 ,各 和 如 r 有 相同 的 对 候 本 ,人 中 关 
于 Xi 和 攻 的 等 度 连 续集 合 也 是 一 样 的 ,根据 定理 2, 邵 果 入 | 一 是 
拓扑 闻 写 , 则 4‘Y 人 是 中 的 gt, 1 团 集 。 由 于 O(N ,六 1》 
CDfX 站) ,所 以 ACY >》 关于 af 以 ) 也 是 财 的 。 再 由 定理 2 
即 痛 入 是 拓扑 末 态 ， 

下 面 将 讨论 邢 . YY 是 Banach 空间 的 情形 。 这 时 式 / 二 的 范 数 
拓 扯 即 是 强 拓 扑 后 (全 ， 关 ) 。 

引 理 3 设 及 ,Y 是 Banach 空间 ，A4E€E (X,Y)。 如果 4 
YX 的 值 域 ACY 人 在 XX 中 按 范 数据 扑 为 闭 的 ， 章 民 LA) 蚌 财 
集 。 

证 ”我 们 分 两 杆 情 六 考虑 ， 

《9) 如 果 R04) 在 了 中 是 秽 窗 的 。 这 时 即 是 要 证 明 R(A)= 
Y, 根据 不 依 吉 于 本 结论 的 $3 中 的 引 理 1， 内 要 证 明太 基 几 乎 开 
的 。 即 对 XX 中 的 每 个 0 的 环境 UEW(X})，ACD EXACTD。 记 
[Im = {x|]xj <1， 只 要 证 明 上 (By 和 包 合 某 个 全 = 1yEY||| 
<0}, 

因为 RiA) 是 狸 密 的 , 由 $1 中 的 定理 3, 4 是 一 对 一 的 。 由 
定 建 假设 RCA) 是 了 闭 集 , 按 道 算 子 定理 , AY 一 A AY 人 是 拓扑 同 
构 哄 有 照 。 记 C4- AC 站 一 为 由 的 道 。 令 6= 17C4 下 
我 们 证 明 

ACU 一 YY 《5?》 


下 耐用 反 证 法 证 明 : 如 果 wwE Va, 但 是 WE ACD1), 由 Hahn- 
Banach 定理 , 必 存 在 mpEY ,191= 1,， 使 得 
-3 up) [pe 1p) . 
出 | 当 xEU,) 时 ， 内 于 


[A = | 9 | 所 | evo) 1， 
可 元 道 A Cp) 志 jg6 < 组 是 由 
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1 
1= ols CA DY APP = shAv, 


避 须 有 HA 二 6, 导 敦 矛盾 , 凯 以 (5) 式 必须 成 立 。 

(b) 仿 Z= RE(A), 定义 BX 一 2Z 如 下 : z 

Bx = AX, XEA, 
8 的 对 便 为 瑟 2 一 交 ， 则 RRCA)=RRCBY ,事实 上 ,加 了 ERC(B)， 
f= BAR),， hE Z'。 捐 据 Hahn-Banach 定 彰 ， 延 折 玉 为 了 上 上 辣 连 
线 线 性 证 困 中 , 所 十 
A CPI CX) = pAx) = RCBxX) = B/CR) CX), 

廊 以 了 = Ap), 因此 RCBYCRCA 77。 反之, 设 1ERCA”), f= 
A EY 念 玉 = 和 lz 同样 可 知 f= BAO ,下 ROA YCR(GB )。 
这 斌 计 明 了 了 RCAY= RCBDY， 这 梭 ,B" 的 人 入 域 字 闪 中 十 团 约 。 让 
于 对 吾 满 足 悄 沉 ( 中 中 的 条 和 全, 祝 据 (9) 即 知 RCA) = RCB) = RCB) 
= RCA), RCA) 是 闭 华 。 证 上 比 ， 

定理 6 设 其 节 是 Banacpn 空间 ,4E (并 下 列 条 六 
是 等 座 的 * 

(0) 有 是 oo 拓扑 同 态 4 

(bY 

《cy 和 的 值 域 RCA》 起 闭 的 

CO 4 是 oo- 拓 扑 同 态 ; . 

2) 及 "了 拘 值 域 Ra 是 XX' 中 的 5*- 闭 集 : 

(9) 有 AA 是 强 扣 扑 同 稚 。 

证 根据 定理 3 陋 和 推 沦 2 可 知 (0) 二 300), 根据 Banach- 
Schauder 定理 ( 即 开 觅 咀 定 型),Banach 空间 和 到 了 的 连 线 级 特典 
照 是 粗 对 开 的 充 事 条 忻 为 三 域 是 闭 凡 ,所 以 CO (0 【《 方 拓 -全 
(9) 。 由 定理 工 可 知 (@) 生 会 (6 (相生 ->(c)。 记 以 (67 (7)、(c)、 
《Gd 、(e7> 拘 等 认 。 由 于 瑟 王 的 疆 折 扑 强 于 o 一 折 扯 ， 站 《2 一 少 
(六 .由 引 理 3 知人 (= 人 《7， 由 且 5a) 至 (万 均 诗 价 。 证 单 。 

推论 1 设 4E SKY ， 则 各 是 拓扑 单调 园 态 的 充 要 条 人 性 

8 
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为 A 的 值 域 RCA) = 关 ， 同 拌 ，A&' 是 强 拓扑 单调 同 态 的 充 要 条 
大 后 指出 :推论 上 可 以 看 作 Hahn-Banach 定理 的 推广 。 事实 
直 , 设 天 是 了 的 冰 子 空间 ， 刚 和 入 本 照 iiY 是 拓扑 单调 辐 态 。 
容易 验证 了 = 由 xy PEY’， 根据 推论 1 知 R(I))= 基 KA。 这 就 基 
Hahn-Banach 定理 。 


3 3 开 映 照 和 闭 轿 稍 定 理 


在 $82 中 ，Grothendick 拓扑 同 态 定 理 给 出 了 任意 局 部 凸 空 间 
之 间 的 连续 线性 映照 是 拓扑 同 术 的 充 要 条 件 ， 对 于 Frechet 空间 
时 情形 ,Banach-Schauder 定理 (好 开 有 映照 定理 ) 给 出 了 强 得 包 的 辣 
果 、Ptak 首先 戌 功 玛 抒 Banach-Schauder 定理 推广 到 更 大 的 空 
闻 类 。 同 时 还 对 闭 图 象 定理 作 相 应 推广 。 关 于 开 映 了 照 定理 和 闭 图 
象 定理 是 组 性 拓扑 空间 的 重要 课题 之 一 ,有 很 多 站 果 ,由 De Wilde 
用 Webs 概念 建站 起 来 的 理论 可 以 导出 许 名 有 用 的 闭 图 和 象 定 理 . 
本 节 只 限于 介绍 和 Ptak 理论 有 关 的 一 些 基本 结果 . 

一 ”Frechet 空间 情形 

设 居 ,是 线性 拓扑 空 间 。 如 果 映 申 4; XY 把 区 中 的 每 个 
开 集 映 成 了 中 的 开 集 , 则 称 4 为 开 的 。 如 果 各 是 可 着 的 , 则 4 是 开 
观照 的 充 要 条 件 为 4-! 是 连续 的 。 

如 果 委 是 线性 岗 照 ， 则 和 是 开 觅 照 的 充 训 条 件 为 对 每 个 
Ue W(X), 有 A eNOY). 

如 果 线 性 观 照 A >Y 对 每 个 Ue W(X) 有 ACDD) E WCOY)， 
风 丈 妇 是 几乎 开 的 。 如 果 对 每 个 Ue.WVCX), A 是 ACX) 中 
的 环境 ， 则 称 和 为 有 允 手相 对 开 的 。 显 然 。 开 的 线性 映照 基 玫 平 开 
的 ， 但 是 反 过 来 就 不 一 定 对 。 例 如 设 Xl 是 线性 拓 提 空间 区 的 笛 
密 子 空间 , 则 XX, 到 X 的 恒 等 嵌 入 是 几乎 开 的 .但 不 是 开 的 。 

(D 说 改 . 了 是 线性 拓扑 空间 , 4: XY 是 线性 映照 。 如 果 对 
每 个 Te 人 ED)， AZ 有 非 空 内 点 , 则 4 是 几乎 开 的 。 
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证 设 UEWOXR),， 到 VENW(X), 使 得 WV-VCU， 设 YY 是 
及 CW 的 某 个 内 点 , 则 必 有 
A yCATWMW— ATWCAWMI- AMD EACOY, 
由 AC -ye , 即 得 A EAOY, 
《ID 刀 果 线性 肌 照 4 X-Y 的 什 域 RCA) 是 YY 中 的 第 二 -网 
集 , 则 和 4 是 斤 乎 开 的 。 


证 设 UENHCX), 由 于 是 吸收 的 ,X= Cj na。 由 此 
ACXY) = (J na, 


由 假定 ，A(X》 是 了 中 的 第 二 网 集 ,， 必 存 在 某 个 n,nACD5 ,从 而 
太 ( 中 包含 非 空 内 点 。 由 (1D 即 知 有 克 是 几乎 开 的 。 

引 理 1 役 X 是 Frechet 空间 ,，Y 是 典 准 范 空间 , 如 果 连 续 线 
性 映照 起 ;: 一 Y 是 几乎 开 的 , 刚 如 是 开 的 四 照 。 

= <e 二), 如 能 证 明 ACOD 二 ACUs)， 

则 由 妃 是 几 平 开 的 ， 即 知 ACDO0D EVOY). 

设 zxEACD), 由 才 A 克 是 几乎 开 的 ,存在 一 列 名 ->0, 使 

ACDY SE OyEF <6 C=1,2,.), 
取 05, 全 得 一 ACxD1 三 5， 出 
z~ ACXID EACU SE). 

同样 , 存在 xs EDD, 使 得 jz 一 ACxD) 一 和 Cx2)1 < 二 8。 重复 这 样 的 
对 程 ,对 为 = 1 ,3,…*， 得 到 一 列 E Us%, 使 得 


> 一 > ACXDN < 6, ,1 
由 于 jx < 盏 ,根据 X 的 完备 性 , 守 x 收敛 到 某 点 xcX。 并且 
上 x1< 忆 lxl<s, 所 以 xeU,。 由 6,->0, 以 及 4 的 连续 性 可 得 到 
z= lim > A = A( lim n x ) = ACXY E ACU,Y, 


一 二 


由 此 ACUSICCACUY. 证 毕 。 _ 。 
定理 1 “(Banach-Schauder 定理 ) 设 居 了 是 Erechet 空间 ， 
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证 由 于 YY 是 Frechet 空间 , Y 是 第 二 网 的 ， 根 据 性 质 (YD， 
站 是 几乎 开 和 的 。 再 由 引 理 1 即 得 。 证 毕 . 

有 了 时 可 以 把 定理 1 表达 为 如 下 的 等 价 形式 ， 

推论 1 设 六 YY 是 Frechet 空间 ， 4:X->Y 是 连续 线性 映照. 
则 息 是 相对 江 的 充 要 条 人 忻 为 RC(4A) 是 了 中 的 闭 集 . 

证 ”由 于 Frechet 空间 栈 间 本 身 可 以 看 作 一 个 Frechet 
空间 ， 所 以 充分 手 蚌 明 甩 的 。 下 面 证 明 必 要 性 如 果 和 在 是 补 对 开 
的 。 作 上 典型 务 解 和 = J4KE， 则 4 是 XAN(4)->R(A) 的 拓扑 同 构 。 
由 于 /NC(A4) 是 完备 的 ,所 以 RtA) 也 是 完 省 的 , 尺 CA4) 是 了 中 的 闭 
集 。 

推论 2 设 支 了 是 Frechet 空间 。 和 4 是 X 到 了 上 ( 满 ) 的 连续 
线性 占 照 , 并 且 是 一 对 一 的 , 刚 和 4 是 拓扑 同 构 跑 震 。 

推论 3 设 开 是 线性 空间 。 刚巧 上 可 比较 的 Frechet 拓扑 必 
定 相 等 。 

设 于 .了 是 拓扑 空间 , 4 是 由 去 到 了 的 有 喘 照 。 作 乘积 拓扑 昔 间 
和 xxY, 集合 殷 (4) = (1Cx 拉 EXXY， y= Axl 称 为 和 的 图 。 如 果 
GCA) 是 于 xY 中 的 用 集 , 刚 称 妈 育 亲 国 钊 ,或 称 生 为 亲 对 虫 。 

《II 连续 映照 4:X-- 了 必 是 闭 映 照 ， 

定理 2{ 财 图 但 定理 ) 投下 .是 Frechet 宅 间 。 如 果 线 性 器 
照 4; 和 一 并 有 闭 图 象 , 则 4 是 连 圭 的 ， 

证 作 GC47 儿 天 的 投影 映照 Pi， 

PilXis i}=X (Xs EGCA), 

由 于 上 各 有 闹 图 象 , O04) 是 天 xXY 的 闭 子 空间 , 则 人 GCA 本 身 是 一 
个 Erechet 空间 .投影 映照 Pl 是 GCC4)? 到 世上 的 连续 钱 性 肌 照 ,并 
且 是 一 对 一 的 。 事 实 上 ， 如 果 xi=0, 因 (Ci 及) EGGC4)， 急 = 
六 X=0。 所 以 由 推论 2 可知 Pa 是 拓扑 同 掏 上 映照 。 再 设 鼠 人 4) 到 
的 连续 线性 有 观照 Ps gxi ti Fi。 了 网 由 = PPrl 晤 连续 的 。 

二 、 开 了 映 属 定理 的 推广 

Ptak 的 理论 是 从 分 析 Banach-Schauder 定理 的 经 典 证 明山 
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发 的 。 定 理工 的 证 明 过 程 实际 上 包括 两 部 分 。 首 先 证 明了 4 是 几 
有 乎 开 的 映照 ， 其 次 证 明了 几乎 开 的 连续 线性 映照 是 开 的 。 这 样 就 
很 自然 地 提出 下 面 两 个 问题 ， 

《oz Y 上 加 什么 条 件 ， 能 保证 局 部 凸 空间 到 到 立 上 的 连续 线 
性 映照 总 是 几乎 开 的 ? 

Cw) 应 如 何 刘 划 这 样 的 空间 外 , 使 下 到 任 一 局 部 凸 空 间 立 中 
几乎 开 的 连续 线性 映照 总 是 开 的 ? 

Co) pi ob 

定理 3 | 
eo pr 

证 设 Y 是 桶 式 空间 ，A 是 以 式 到 工 上 的 线性 有 绍 了 腿 ， 是 琉 
中 心 的 均衡 凸 环境 , 则 44) 是 均衡 辐 吸 收集 , 4 于 了 中 的 栖 ， 
从 而 是 了 中 0 的 环境 ,A 是 几乎 开 的 。 

反之 ,考虑 自然 对 俩 位,， YY》 则 CY ,BCY, YY》 到 Y 的 但 等 觅 
照 了 是 连续 的 ， 由 假 没 是 几乎 开 的 。 容 易 知 道 ，Y 中 捅 的 全 林 
是 CY,， BCY ,D7 中 0 的 环境 茜 。 如 果 工 是 了 中 的 一 个 祖 , 则 工 € 
WOOCY YD)， 所 以 TCT)= 了 是 了 中 0 的 环境 ,了 是 桶 式 空间 。 
证 毕 。 

在 回答 第 二 个 问题 前 先 作 一 些 锥 备 ， 首 先 对 几乎 开 的 连续 线 
性 喘 上 照 给 出 对 偶 特 征 。 

定理 4 设 (X, TD 7Y, TITz 是 局 部 上 西 空间 ,sy 、 雪 分 别 是 交 
与 了 中 的 等 度 连续 集合 全 恒 , 刚 

《0》 连续 线性 跌 腿 ,XY 是 几乎 相对 开 的 充 要 和 条件 为 

A'CHBI OA NA CY). C1) 

(po 连续 线性 映照 妆 ;: 下 ->Y 是 连续 的 且 是 几乎 相对 开 的 充 

要 条 件 为 满足 下 述 等 式 * 
A'CB) = A NAT), (2) 

证 ”根据 31 中 的 定理 4, 本 定理 中 必 ) 的 铺 论 可 由 C0) 推 得 ， 
于 面 只 要 证 明 (a)。 

充分 性 : 设 册 ( 朋 ) 二 .不 人 7)。 候 定 如 是 和 中 0 的 任 一 均 
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衡 呈 环境 ,把 ACX) 看 作 (Y,T) 的 子 空间 ,必须 证 明 ACO) 是 ACX) 
中 0 的 环境 根据 双 航 定理 ，ACD) = 4(D)m%, 而 根据 81 中 的 定 
理 3，4 人 (= IUD = AUDN A CF)。 由 于 DU?E WA, 按 
(17 ， 存 在 MoE 凡 ， 使 得 ACM2) 二 D8 站 AACYY， 所 以 

ACUDN TSAICOA TM)) = M2 + NCA), 
ACU) = ACOIM I COM, + NCAYY = MAN ACHY., 
由 于 MEAWOD, 所 以 ME ACOD 恕 ACX) 中 0 的 环境 ,A 是 几乎 
相对 开 的 。 

必 机 性; 贫 总 是 几乎 相对 开 的 , 令 MESENACOY 是 ACY" 
中 有 的 均衡 上 鸟 5 一 用 于 集 , 天 M9 是 芝 中 0 和 的 环境 。 由 于 丰 是 几乎 可 
对 开 的 ,存在 绎 中 革 均 衡 上 四 路- 闭 子 集 ,使 

有 (NGD OMIN ACKX), 

两 边 到 松 集 z 

ACMD = ACMPDIC MIN ACKIN 

= CMEN NCAD))? = [M; + NCA) TF., 
同时 ， 由 于 许 是 和 CY 中 的 o*- 闭 和 集 ，MYN ACYY = M， 
ACMD? = A-1CM90) = A171OMI) ,所 以 
AT~ICMDETM, + NCA) Ts,, 
两 丢人 作用 4', 根据 4 是 or 连续 的 ， 
MCALM, + 一 [各 (RM NT 
= [ACM) 于。 

国 为 Mr 是 0 一 柴 的 ;所 以 证 己 LACM2)Jzr 三 A CM), (1) 式 成 谋 。 
证 毕 。 

(dD 设 4E2E YI) 是 几乎 相对 开 的 , 则 ACTY77 是 gw*- 
集 ， 

证 设 时 和 基 基 中 的 一 闭 均 街 凸 等 度 连 续集 合 ， 则 由 上 述 
证 明 , 椰 在 YY 中 均衡 凸 0*- 肥 子 集 地 , 司 下 A CY 站 CAMM,). 
旅 二 人 AD= 二 站 AOOM2) ,右边 为 两 个 0*- 蜂 集 的 痰 ; 所 以 是 
0"— 半 的 。 出 由 ;AIT 人 是 aw*~ 闭 的 。 证 毕 ，。 

根据 和 2 中 的 定理 2 得 ; 
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定理 5 设 和 .YY 是 局 部 凸 空 间 , AEZECX, 了) 是 几乎 相对 开 
决 照 , 则 下 是 相对 开 的 充 要 条 件 为 A'CY 人 是 o*- 闭 集 . 

让 我 们 和 完 回忆 一 下 Grothendieck 完备 全 定理 。 如 果 基 是 局 
部 凸 空间 ,区 是 完备 的 对 侦 特 征 是 ;对 于 XX 上 的 线性 茎 消 ,如 大 
在 六/ 的 每 个 等 度 连 续集 合 上 是 0*~ 连 综 和 的， 则 闻 在 莽 上 0 ~ 连 
续 , 妈 mE， 等 价 地 ,可 用 几何 语 育 措 述 旭 下 ;局 部 是 空间 区 是 过 
备 的 充 要 条 件 为 成 中 的 每 个 av- 闭 超 平面 是 gr 一 闭 的 。 因 此 ,由 
ptak 弓 | 进 的 下 述 概 念 很 自然 地 被 看 作 匈 稍 概 念 的 下 充 。 

定 兴 ” 设 和 是 局 部 凸 空间 。 如 果 瑟 中 的 每 个 aw*- 闭 线性 子 
空间 是 cx- 闭 的 , 则 称 开 为 了 完备 的 (或 称 发 为 ptafk 空间 )。 如 未 
XX! 中 的 每 个 cxs 揭 密 的 aw*- 闭 线性 子 空间 是 o*- 闭 的 , 或 等 价 地 
和 过于" ， 刚 称 天 是 于 完备 前 (或 称 羡 为 infra-ptak 年 同 )。 

(Y) 是 完备 局 部 册 空 间 必 为 B, 完备 的 ，Be 完 知 局 部 凸 空间 
必 为 完备 的 

证 ”由 于 每 个 0*- 稠 密 线 性 子 空间 是 线 福 子 空间 ， 前 一 结论 
是 明显 的 。 设 吾 是 了 中 的 4w* 一 闭 超 平 通 ， 划 五 或 是 9- 闭 的 或 
是 在 中 o*- 秽 密 的 。 如 果 关 是 B, 完备 的 ， 则 后 一 情人 向 本 丛 发 
生 。 数 由 Grothendieck 光 莹 性 定理 ,于是 完备 的 .证 半 。 

根据 第 3 章 86 中 的 Banach 一 有 ieudenne 定理 可 知 , 如果 基 是 
局 部 同 Freehet 空间 ,上 中 前 每 个 aw*- 几 西 集 是 oo 一 财 的 。 而 
线性 子 空间 是 凸 集 ,所 以 每 个 局 部 凸 Frechet 空间 是 BB 完备 的 。 

互 完 备 人 性 有 下 述 继 承 性 、 对 一 般 的 完 稍 性 下 述 谋 理 不 成 立 。 
定理 $6 互 完 告 空间 的 每 个 分 离 的 商 拓扑 空间 是 日 完备 的 。 

证 设 症 是 BB 完 备 空间 ,了 是 分 离 的 局 部 凸 空间 ,有 克 ; XX 一 YY 是 
-一 个 商 上 映照 〈 即 各 是 连续 线性 上 映照， 并 且 是 开 的 )。 4 是 妈 揭 对 
个 。 设 3 是 Y 中 aw*- 闭 钱 人 性子 空 间 ， 风 和 放下 熙 中 aw*- 团 
子 空间 .事实 上 ,如果 VENCX), M= ASNVI, 则 $1 中 的 定 
理 3, 有 

M = ASN ArCA -ICOVOD) = ASN A CACVYY) 
= A SN ACYI). 


§3 开 上 旺 照 初 闭 图 销 定 得 呈 二 所 


由 点 是 开 的 ,4KV23E.YCT) 所 以 Sm 站 ACV 是 的 ~- 紧 的 .HH 4 的 
ocx- 连续 性 知 邓 是 o*~ 紧 的 即 知 A'S 是 aw*~ 闭 的。 又 由 基 是 B 完 
备 的 ， 和 5 是 XX 中 的 o*- 闭 集 ， 由 太 的 0* 连续 性 知 "1CA'S》 
是 o*- 闭 的 。 因 为 4 是 开 上 照 ， 和 4 的 值 域 是 了 ,所 以 4 是 一 
一 贾 照 ，S= A414/S) 是 o*- 闭 的 ， 这 就 证 明了 了 是 B 完 各 的 ， 
证 毕 。 

推论 ” 王 完 备 的 分离 的 商 拍 扯 空间 是 完 蔡 的 。 

我 们 还 可 以 证 明 8B 完备 空间 韵 闭 子 空间 还 是 B 完 备 的 。 下 面 
给 一 个 了 完备 空间 的 例子 , 它 可 以 不 是 可 上 距离 化 的 。 

例 设 (F, IT) 是 局 部 凸 Frechet 空间 . 汶 虑 自 驮 对 偶 人 五 Fry， 
在 F' 上 取 Mackey 拓扑 TCF/, P), 令 正 =F 刚 (X,TC(X, FP)) 是 B 
完 各 的。 事实 上 , 设 S 是 天 =F 中 ow*- 闭 线性 子 空间 ， 如 果 涨 证 
明 S 是 工 闵 的 , 巾 即 可 推 得 S 是 of, =oCB,F) 拓 丰 闭 的 . 设 
人 tx 小 CS， 且 mo 了 xy 令 卫 = {Xa} U x}, 则 EE 是 CF, 了) 中 的 紧 集 .由 
于 (F, T) 是 完备 的 ， 由 第 三 章 85 中 的 定理 3, 5 是 7( 玉 , F) 等 度 
连续 祭 合 。 由 于 & 是 cew“*- 闭 的 ,Sm 已 是 互 中 的 os =acP， F') 拓 
扑 奢 集 。 所 以 也 是 王 由 的 工 肝 集 ,xEGa。 特 别 是 ,如 果 (P, IT 是非 
自 反 的 Banach 玫 间 ， 则 CPP) 不 是 执 辅 空间， 当然 更 址 
是 可 距离 化 的 。 这 碗 给 出 了 一 个 不 是 可 距离 化 的 BB 完 省 空间 的 例 
子 。 

由 于 请 完备 空间 必 是 如 完 兰 的 ， 研 以 二 述 例 季 也 是 B, 完备 
和 的。 和 但是, 是 香 存 在 一 -个 局 部 是 空间 大 B, 完备 的 , 查 不 是 如 完备. 
的 ,这 个 回 题 至 今 也 未 解 奖 。 

宏 理 7 《〈 刀 局 部 凸 空 乔 和 是 了 完备 的 完 要 条 作为 * 由 区 到 和 任 
一 局 部 凸 空间 了 的 连续 线性 ,几乎 相对 开 有 映 照 入 是 相对 开 的 ， 

C5》 局 部 乌 空 间 下 是 B, 完备 的 充 要 条 件 为 :由 工 到 任 一 局 部 
凹 空间 Y 了 的 每 个 一 对 一 的 连续 线性 ， 几 乎 相对 开 瞎 照 丰 是 相对 开 
的 。. 

证 充分 性 : (0 中) 投 多 是 BB 完备 有 的， 有 A; X->Y 是 连续 级 性 的 风 
和 平 相对 开 瞎 照 , 则 由 性 质 (TV), 4 的 值 域 4&1CY 是 中 aw*- 闭 
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集 。 出 政 是 BB 完备 的 ，ACYO) 是 o*~ 闭 的 。 由 定理 5 即 知 轧 是 相 
对 开 的 。 

人 由 于 各 是 一 一 上 映照， 所 以 4 人 YY 在 三 中 是 co 一 稠密 的 ， 
由 于 其 是 B, 完备 的 ,0*- 稠 密 aw “一 闭 线性 子 空间 4 ftY7 7 是 or#- 闭 
的 , 即 为 芭 。 辣 (oa 一 梓 , 即 治 各 是 相对 开 的 。 

几 '. 要 性 sfo 设 天 是 局 部 四 空间 , 双 是 区 中 的 等 左 连 续集 合 全 
体 。 如 果 肪 不 是 B 完 备 的 , 刚 对 中 几 有 2w*- 闭 ,但 不 是 09 图 节 
线性 子 空 间 瑟 。 容 易 财 道 ,GfX , 及) 在 袁 上 的 限制 oCX’, XXX) | 和 和 I 
Of 五, HH 一致, 其 中 H’= XJH1。 考虑 屋 等 柑 入 映照 

1H, otH, HI YY- (KX, o(X, XY), 

由 > 点 : co 后 了 扑 单 调 同 夸 。 其 对 候 了 了 即 基 (XX, ot 7)》 到 (5 ， 
oH’, HH) = (CX/H+, oCX/H+,， HY) 上 的 商 映 照 , 记 为 下 = 

由 了 手 玉 是 9w*- 财 的 , YN 门 H 是 博 中 前 由 均衡 凸 o( 日 ,， H’' 鉴 
子 集 张 成 的 饱和 集 类 。 考 虑 对 侦 <H', H》, .x NH 决定 了 H’ 上 一 
售 一 致 收 仑 拓扑 T'。 要 据 Mackey-Arens 定理 ，T 是 H* 上 的 相 
容 拓 扑 。 由 了 =J7=J ,JOB)= NH, 由 定理 4 的 (9) 
知 , 由 及 到 CX/H+, TY》 上 的 0 连续 线性 映 照 天 是 连续 的 几乎 相对 
开 上 映照 。 但 基因 为 HH 不 是 o*- 闭 的 ,根据 这 中 的 性 质 (I 了 1》 知 ,K 不 
是 相对 开 的 ,这 和 (9) 的 假设 相 子 盾 . 

Cb》 的 证 明 是 类 似 的 。 如 果 臣 不 是 8B; 完备 的 ， 则 可 构造 一 
个 鼠 上 的 几乎 相对 开 的 、 但 个 是 条 对 开 的 一 对 一 的 连续 线性 映照 
证 毕 。 

由 定理 3 和 定理 7 立即 可 得 到 Banach-Schander 定理 的 推 
广 。 / 

推论 (Ptak》 a》 每 一 个 从 BB 完 备 局 部 目 空 间 XX 到 桶 式 空间 
Y 上 的 连续 线性 上 映 妆 是 拓扑 向 态 映 有 照 ， 

(Cb) 每 一 个 从 B,; 完备 局 部 同 空间 革 到 桶 式 空 间 Y 上 的 一 对 
一 的 连续 如 性 映照 是 拓扑 同 构 . 

这 样 ,就 回 管 了 本 小 节 提 出 的 第 二 个 问题 。 Ptak 空间 刻 划 了 
局 部 凸 空间 四 这 样 的 性 质 ， 使 由 蔷 到 任何 局 部 凸 空间 YY 上 的 连续 
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强 性 ,几乎 开 暴 照 总 基 并 和 膨 。 我 们 晶 然 会 问 , 如 有 果 把 YY 限制 为 桶 式 
空间 ,这 个 性 质 是 否 对 更 大 一 些 的 窗 间 类 也 保持 成 立 。 

Husain 提 测 了 以 二 概念， 设 和 是 局 部 凸 空间 。 对 于 Xe 中 的 
ow 和 -岗子 空间 忌 , 如 果 吾 中 所 有 的 0*- 有 界 子 集 都 是 等 度 连续 前 ， 
琶 能 推 得 互 是 o*- 闭 的 , 则 称 下 为 BF 7 空间。Hasain 证 明了 下 
述 定 型 ,但 是 证 明 是 相似 的 (可 见 参 考 文献 [5])?。 

定理 8 设 X 是 局 部 凸 空间 。X 到 桶 式 空间 Y 上 的 每 一 个 连 
续 线 性 映 照 是 开 的 充 要 条 忻 为 :* 是 BF ?空间 。 

三 、 闭 图 象 定理 的 推广 

经 典 的 闭 图 象 定理 是 Banach-Schauder 定理 的 简单 推论 。 对 
于 线性 拓扑 空间 中 经 过 推广 的 开 映 照 定理 ， 可 以 得 到 相应 的 一 些 
闭 图 象 定理 ,但 是 其 证 明 方 法 并 不 是 前 者 的 简单 推论 ， 

设 XY 是 局 部 凸 空间 ， 4;X 一 Y 是 线性 映照 ， 则 如 $1 所 述 ， 
”可 以 定义 线性 上 映照 A';Y/->X"， 


令 4=(AD-UKY= tpEY'|A'mEXY}, NM 


CV = D1A00D? ,UU 是 关中 的 均 宙 上 同 环 境 }. 
证 设 pEACTDICY’, suplp (Ax)! = supl CA’y)x| < 所 


AAPEXN CC 一 4 反之， 和 如果 YE4, 则 和 EX', 必 在 在 
0 的 某 均 街 凸 环境 避 , 使 得 当 xED 时 ,|(A'p)x| 专 1, 即 pE 
A403。 证 上 毕 。 
如 果 和 站 是 闭 映 照 ， 则 CA) = 1x, 纺 |y= Ax} 是 下 xY 中 的 
也 集 。 一 个 闭 线 性 映照 可 以 不 是 o 呈 连续 的 ，。 
” 下面 给 出 闭 线 性 耿 照 的 特征 ， 
定理 8 设 (X, TD),(Y, To) 是 局 部 凸 空间 ，A;X-rY 是 线性 
映照 , 则 下 述 诸 条 件 是 等 和 价 的 ， 
C0) 和 站 是 闭 的 3 
<b) 4 在 Y 中 且 o"- 和 稠密 的 ; 
，”《c)》 在 Y 上 存在 分 离 的 局 部 凸 拓扑 Ta, 使 Ts 守 Ts, 使 得 4 是 
Too 
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(X, TD 到 (Y,， 了 2) 的 连续 且 照 。 
证 〈@ 福 (8 区 环 是 于 的 ， 为 了 要 证 明 4 在 Yx 中 是 o*- 秽 
密 的 ,由 双 极 定理 ,只 要 证 明 4 在 Y 上 是 全 的 、 和 机 YEY,g 关 0, 则 
(EGCAY，、 和 由 此 存在 VEACOD WW EWOD, 使 得 

(Ce D+VXWINGCA) = 中。 
由 此 推 得 (9g+ 责 ) 门 4CY) = 万 。 故 9E4C7Y)。 木 妨 假 定 Y 是 均衡 
目的 , 则 由 第 2 章 $3 中 的 定理 5, 存在 gEY', 使 得 


lope >1, HB sup lv iel, 
* 安 二 ry 


” 当 +EY 时 ,得 
下 4 DC 人 1 
所 这 在 呈 EX， 从 而 贡生 4。 祖 据 六 (的 关 0 4 在 YY 上 是 全 的 ， 

(一 (co 证 下 =4 是 YY 中 的 co 稠密 于 空间 。 由 于 尹 互 = 
A:4EX', 根据 31 中 的 定理 1 可 知道 ， 4 是 (XX, gC(X, YY， 
olY, )) 的 连续 出 照 ， 所 以 也 是 (ZX, TI)->(Y, olY, 五 )7 连 续 的 。 
到 Ty=o《Y, 旦 ) 二 T。, 即 为 所 求 . . 

《c) 一 (oz 设 Y 上 分 离 的 局 部 凸 拓扑 TcCTa, 使 4 是 (TY) 
-=(Y TIT 连 续 的 。 则 由 性 质 《HiD , G4) 是 Tj x 人 Ti 闭 妮 ， 由 于 
Ti x 开 CTixTa GCA) 也 是 TxTs 闭 的 ,妈妈 是 闭 映 照 。 证 毕 ， 

定义 设 六 ,了 是 局 部 上 是 空间 ,线性 映照 4: 了 -=Y 称 为 几乎 连 
续 抱 是 指 ， 车 对 每 一 个 VEW(OD, 必 有 AWW EWCOX). 

“几乎 连续 ”这 个 概念 和 “几乎 开 ” 的 概念 有 紧密 联系 。 如 果 妥 
是 臣 到 Y 了 上 的 一 一 映照 , 则 和 4 是 几乎 连续 的 充 要 条 忻 为 : 4-! 是 几 
平 开 的 线性 贞 照 。- 人 RE 

《YIiD 设 和 是 椰 式 空间 ,了 是 任 一 局 部 此 空间 ， 则 线性 且 照 4， 
X->Y 必 是 玫 平 开 的 。 一 一 一 一 一 

证 设 Ye.r), 不 铺设 Y 是 均 窒 凸 环 境 ， 风 47 是 大 
中 的 桶 。 出 于 蔷 是 桶 式 空 间 , 有 CV) EV CXY。 证 毕 ， 

下 面 给 出 几乎 连续 映照 的 对 侦 特 征 ,其 中 A/,Y/>X*, 

定理 地 设 基 ,了 工 是 局 部 西 空间 。. 巡 ， 绍 分 唱 是 系 ,Y" 中 的 
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等 度 连 续集 侣 类 , 式 到 并 的 线性 且 照 和 是 必 乎 连续 的 充 要 条 件 是 
A'CdN BC C3) 

证 4 是 开平 连续 的 , 是 斤 对 于 中 每 个 0 的 均衡 凸 环境 和 ， 
存在 开 中 尼 均衡 目 闭 环境 己 , 使 4 二 DT 这 等 价 于 4 CTY 
CUI 下 面 将 证 明 对 于 上 述 7 共 有 AMV)9= Ad 站 YY) 这 就 
说 明太 是 几乎 连续 等 价 于 AACANVDCUO 即 (3) 式 ， 

下 面 证 上 明 4-KV)= AXANV9)， 设 PE4NW, 由 4 的 定 
ER 当 XE AAO 时 AxXEV, 所 以 

1(4 OONI = PAXYIE1, 
A'qpeEATV 因此 AACANVDCATo NY, 

反 过 来 ,如 果 feE 4 -LV 。 先 定义 ACXY 上 的 线性 泛 冰 加. 令 

TAX) = fxX}, EX, 
Pp 的 定 兴 是 瞧 一 的 。 事实 上 ， 如 9= Ax 同时 Y= Axs， 册 XXNa 
E DO。 出 于 了 GE 轴 -IC ,JXxit 一 Xe) 二 0 了 (x1) = 大 xzy。 和 容易 
知道 . : 

yyEVN A lp ] i, 

所 以 9 是 A(X》 上 的 连 统 线性 江 了 次 。 按 Hahn-Banach 定理 ， 把 
延 拓 到 整个 了 Y, 并 且 梗 当 yEV 时 ，[9( 的 | 之 1， 记 以 和 GEY。 地 
于 对 每 个 xEX, weAx)= Ox， 记忆 f= A'p,， ppEANT, 1E 
4 了 nmnY9。 这 就 证 明了 ATHMTYICAAANVWY。 证 上 毕 。 

再 由 芒 中 的 定理 生 吨 得 下 面 的 定理 ， 

定理 11， 设 X, Y 是 局 部 凸 空间 。 则 几乎 连续 映照 4 是 连续 
的 充 要 条 件 为 4 = : 

与 此 等 价 地 ,起 是 二 连续 的 ， 

(WII》 设 丰 是 区 到 了 的 几乎 连续 线性 里 要 ， 则 4 是 aw - 闭 
的 。 

证 ”为 了 证 明 4 是 aw*- 闭 的 ， 只 要 证 明 对 于 Y 中 0 的 每 个 
均 视 囊 开 境 六 ,4 则 WP 是 YY 中 ~- 闭 的 即 可 由 定理 10 知 , 存 在 
式 中 人 的 均衡 是 环境 口 , 使 得 

ATANVDCD, 
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BB AN A L000) = ‘PEY’|sup tA)x|1} = (PEY su 
[pAx? 1s1 = CU70。 

由 性 上 所 CYY，AQUICA4， 记 以 JN Ve = ACOY MN Vo, 出 于 
AAPNWT 是 YY 中 oo- 闭 亿 , 故 4 人 WW 是 o*- 闭 的 。 证 毕 ， 

下 面 的 财 几 各 定 于 是 和 定型 了 的 开 上 映照 定理 档 对 应 的 。 

定理 12 局 部 廿 空间 Y 是 B, 完备 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 性 一 
局 部 凸 空间 革 到 了 的 几乎 连续 闭 线性 映照 妃 必 是 连续 的 ，。 

证 必要 性 ， 设 Y 了 是 B, 完备 的 ， 和 六 满足 所 述 条 人 忻 。 出 性 质 
CVYID 知 4 是 aw*- 财 的。 根据 定理 3 知 4 是 o*- 稠 密 的 。 因 为 了 
是 B, 完 汪 的 ;所 以 4=Y'， 由 定理 11 知 丰 是 连续 的 . 

充分 性 ;如果 YY 中 存在 oo- 财 o*- 移 子 空间 瑟 关 Y', 考虑 自 
热 对 作 <Y,， YY。 令 T' 赴 了 中 在 {二 站 ?UEATY} 上 的 一 致 收 
效 招 扯 。 与 定理 7y 的 必要 性 证 明 祖 同 ， 考 虑 到 号 上 = {0}， 则 站 到 
《Y ,了 个 的 慎 等 映照 I 是 连续 的 且 是 几乎 开 的 ,但 不 是 和 开 的 。 其 逆 
上 映照! 是 局部 凸 空间 CY, TY 到 工 的 拖 乎 连续 ,但 不 是 连续 的 映 
照 。 有 又 因 了 是 连续 映照 ,了 从 而 I' 是 闭 映 上 照 ， 这 样 就 和 定理 的 要 
设 相 耶 盾 。 所 以 Y 了 是 B, 完备 的 。 证 些 ， 

委 性 质 CY 了 有 以 下 推论 : 

推论 ”从 桶 式 空 间 到 B, 完备 局 部 是 空间 的 于 线性 上 映照 必 
是 连续 的 . 

对 于 和 是 捅 式 空间 的 情形 , KomURA 得 到 了 完善 的 结果 ， 

设 天 是 局 部 凸 空间 , 总 是 共 斩 空 间 , 六” 是 半 的 代数 对 偶 ,H 
是 XX 的 子 空间 . 记 百 为 形 在 (有 *, 0CX*, 外)) 中 的 关于 有 界 收 分 
的 闭 包 . 邵 果 对 天 中 的 每 一 个 ex 稠密 子 空间 三 必 有 HNMX’=XX 
而 夭 率 为 imnira-ts) 一 空间 。 

定理 1 局 部 凸 空间 Y 是 infra-(s)-~ 空 间 的 充 要 和 条件 为 : 从 
任意 一 个 桶 式 空 间 坟 到 了 的 每 个 闭 线性 上 映照 4 是 连续 的 。 

显然 ,B. 完备 局 部 凸 空间 基 infra-4s? 一 空间 (参阅 [5]) 。 

闭 图 象 定理 在 泛 沙 分 析 中 常 被 用 来 证 明 线 性 映照 的 连续 任 。 
下 面 给 出 一 个 应 用 : 


$4 连续 线性 击 照 室 间 上 的 拓 在 4 


(YIID 设 X 蚌 日, 完备 的 桶 式 空 间 ， 守 日 下 是 两 个 闭 子 空间 
的 代数 直接 种 :和 = 五 :四 台 *， 则 五; 和 上 ;是 拓扑 补 子 空间 . 

证 人 障 x=xt+xs， 其 中 加 EE 开 ，xoET， 容 易 证 明 开 到 书 ) 
的 投影 算 子 P， 十 Xar>xi 是 闭 算 子 。 由 定理 :12 知 B; 完备 局 部 
凸 空间 的 闭 子 空间 仍 是 B, 完备 的 ， 所 以 再: 是 B; 完备 的 。 由 定 
理 1 的 推论 知已 是 连续 的 。 根 据 第 一 章 810 中 前 引 理 1 知 ， HI 
和 和 器 z 是 拓扑 补 子 空间 。 证 毕 。 

特别 是 , CYIID 的 结论 对 Frechet 空间 也 成 立 。- 


3 4 连续 线性 映照 空间 上 的 后 扑 


投工 ,Y 是 局 部 凸 空间 , 和 (7) 卖 示 册 二 到 立 的 连续 线性 泛 
国人 多 体 , 按 昭通 汕 的 线 往 运算 
Cal t BOI) 一 GTX 十 有 SC XER, 
构成 线性 空间 。 : 
了 =H 时， 小 CX) = 肥 为 贡 上 的 连续 线性 泛 孙 全 
性 ， 
概 和 劣 是 有 卫 中 的 由 有 界 集 组 成 的 集 族 。{fpe( 纺 ;, 0E 0} 是 局 部 
严 空 间 了 上 的 连续 氢 范 数 人 全体， 网 了 上 总 部 凸 向 草 拓 扑 由 
《Pak GE} 天 定 。 对 于 BE 带 以 及 aE.4, 今 
/ Paa(f)= SupPAIX), TELCX, DD 


由 于 TE (X,Y), TT 把 每 个 有 界 集 映 为 有 界 集 ， 易 知 pa.a(T) 
是 如 (X,Y) 上 的 一 个 氢 范 数 ， 由 拟 范 数 族 {pa.a(T)1BE 地, ac 
9} 定义 了 一 个 LX, 了》 上 的 局 部 凸 拓扑 ， 称 为 8 棋 扑 ,对 应 
的 局 部 出 空间 记 为 9s (X, Y)。 显 然 , 9 e 可 以 看 作 络 中 集 上 的 
一 致 收敛 拓 扯 。 

(D 在 儿 (X, YY) 上 的 拓扑 Ze 满足 Hausdorit 分 离 竹 的 充 
要 条 件 为 1 B 在 X’ 上 是 全 的 . : 


证 充分 性 , 【J 了 在 X 上 是 全 的 等 价 于 由 U {B, Be 9] 
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张 成 的 线性 于 空间 X, 在 区 中 是 稠密 的 。 如 果 对 每 一 个 BE 好， 
aE., Sup palTx) =0, 则 对 于 每 个 XEXI, EY, 必 有 
PaCTX) = 0, xE€ERX, 

由 于 了 注 是 委 离 性 , 所 以 Tx=0， 叉 由 于 XX 在 区 中 起 稠密 的 ， 即 
知 工 = 0。 

必要 性 : 用 反 证 法 : 设立 在 区 中 的 闭 包 [区 7" 关 六 取 XXEE\ 
[A 。 由 Hahn~Banach 定理 ， 入 在 1E 光 ， 梧 得 xX)=1, 但 是 
在 [XJ 上 x》 =。 人 尾 取 工 中 一 个 非 鹤 元 3， 作 天 -> 工 的 连续 线 
性 有 映照 

A Xm AX, Dy, 

则 对 于 每 个 BE 纵 , a€ 7， sup peCAx) =0, 这 就 则 .Fg 满足 分 离 
性 的 候 设 相 予 年。 证 些 ， 

由 此 , 以 后 我 们 总 稻 完 3 是 关中 关于 关 全 的 子 集 。 


如 果 以 鸳 丧 示 由 集 族 弛 张 成 的 饱和 集 族 ， 类 似 于 第 三 章 33 
中 药 定 理 2 的 推论 ,有 : 
(ID 在 -9X 了) 上 的 拓扑 .7 sa 和 93 搬 一 致 ,并 且 安 (X, 了 ) 
上 两 个 一 致 收 伍 拓扑 .并 si 和 .Fg 相 一 致 的 充 要 条 件 为 络 ; = 天 ， 
证 如果 AC [TCM …UNwBa?]， 其 中 Bi， BE 红 ， 
A 正教 ,出 对 于 E24, 有 
sup Dal(Tx) < max {AsSUP patTX)}. 


所 以 了 2c gg 但 总 有 过 8 二 了 了 旬 ， 所 以 Is= .I$ 
第 二 个 结论 可 归 由 第 3 童车 中 的 定理 3 和 以 下 的 结论 捧 知 。 
CTD 设 多 是 芝 上 由 有 界 集 组 成 的 集 族 , 则 在 既 上 可 年 习 静 
上 的 一 臻 收敛 拓扑 Tg, 相应 揭 局 部 止 空间 记 为 Xs。 取 Y 了 中 的 一 
修 非 零 元 护 对 于 每 个 ffEXI, 对 应 名 (六 ,了 中 的 映照 
Ti XeyeX, OY, 
这 样 定义 了 由 奈 到 (7Y) 的 线性 欧 昭 
下 让 > 在， feEX’, 
记 天 的 值 域 为 再 , 则 天 是 Xg9 和 cgs(X YY》 的 子 空间 入 之 闻 的 后 
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扑 间 攀 爱 照 , 
证 由于 对 每 一 个 Be: 罗 , aq€E .YY, 有 
Sp puf X= SUup Pal<X, sh, 


= suD| <‘, fpPaela) 


如 可 尖 道 . 

对 于 懈 的 不 同 选取 ,可 以 得 到 下 述 一 些 常用 拓扑 ， 

C0) 所 点 收 化 拓 盾 

取 级 = 1, YEX， 则 .图 ( 人 ,YY) 中 .Fw 拓扑 由 执 范 数 族 
{patTX) [XE EL) 决定 ,这 时 相应 的 拓扑 记 为 了 co 相应 的 
宪 辣 记 汶 XY)。 

如 果 其. 了 是 赋 药 空间 , 则 将。 了 》 上 的 点 点 收 全 拓扑 相当 
于 钱 性 有 界 算 于 上 的 强 拓 盾 ， 而 和 A(X, Yo) 中 的 点 点 收 和 化 拓扑 
才 相 当 于 线性 月 时 算 子 上 的 弱 折 扑 。 这 里 还 应 注意 :因为 蕊 是 赋 
范 空 间 , 所 以 是 Mackey 空间 , 由 $1 中 的 定理 5 的 推 施 $， 和 (人 
了 

《pb) 完全 有 有 界 党 上 的 (一 致 ? 收 就 拓扑 

取 属 为 芯 中 时 完全 有 界 集 全 体 。 在 完 爹 有 和 异 集 上 的 一 到 2 收 全 
拓扑 记 为 及 ec 全 TY 陋 以 ce 拓扑 记 为 .和 cc T)。 

【ce>》 有 深 收 葡 拓 扑 

取 协 为 苹 中 的 有 界 集 全 体 ， 多 (人 ,YY) 中 在 有 界 集 上 的 一 致 收 
伍 拓 扑 记 为 多 史 相应 的 室 间 记 为 .多 人 工 )。 

如 果 瑟 . 是 赋 范 空间 , 则 .如 (X,Y) 上 的 有 界 收敛 拓扑 由 下 
述 范 数 抉 定 : z 

Tl = sup bxl. 

(X,Y 了) 按 此 范 数 是 一 个 赋 范 空间 。 此 时 ， 有 界 收 合 拓 扑 即 是 
XY 的 钱 性 有 界 算 子 上 的 一 致 收 仇 拓扑 或 范 数据 扑 。 

Cd》 等 度 连 续 收 仇 拓 扑 

设 之 是 一 个 局 邵 此 空间 ,X=Z 是 Z 的 强 对 偶 空 间 ,Y 是 局 部 
凹 宝 间 , 则 可 以 在 多 (2 ,Y) 上 建立 如 下 拓扑 ; 令 区 为 Zz' 中 前 所 
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有 等 度 连 续集 合 全 体 , 则 多 (CZ';Y) 上 在 放 上 的 一 致 收 人 唐 拓 扑 称 
为 守 度 连续 收 训 括 打 , 记 为 .F 。; 相 应 的 空间 记 为 多 ,2!, YY 
当下 = 天 时 ，.22(X 让 =X。 则 Fo、 Fo、 拓 提 秀 别 是 
XX 上 的 弱 拓 扑 . 完 全 有 界 集 上 的 一 致 收 钨 拓扑 Te 以 及 强 拓扑 。 
(ID 在 X,YE, TCI CF p. 
在 .2 (区 ， Y》 上 的 向 量 拓扑 除 上 述 方法 外 , 还 可 以 用 下 面 两 种 
等 价 的 方式 描述 ; 
《1 设 基 是 局 部 凸 空间 , 堆 是 上 的 由 有 界 集 组 成 的 集 族 
(由 (IDD 不妨 假 定 夫 是 饱和 集 族 ,对 VE.Ykr) 以 及 BE 深信 
DB, VD = {T ELKR, YITCOH CY}, 
则 (08, 由 1BE 省, VEXCYTD)) 构成 某 局 部 是 拓扑 的 局 部 基 , 这 
个 拓扑 称 为 (X,Y 了) 上 的 了 gg 拓 赴 。 由 于 亿 e( 纺 过 1, ac 组 
成 寺中 四 的 环境 基 ， 所 以 如 果 = {|po( 咏 志 1, 则 
UB, WY= {TEL EX, Y) | sup PetT%) E11}, 


所 以 这 里 定义 的 Sg 和 以 前 定义 的 是 一 致 的 ， 
《2》 记 关中 的 等 度 连 续集 侣 全 体 为 f， 则 Y 了 上 局 部 是 拓扑 
等 于 在 纪 上 前 一致 收 伍 拓 拉 。 由 上 此， 多 (X,Y) 上 上 的 了 se 拓扑 还 可 
用 下 述 比较 对 称 的 形式 来 定义 。 对 于 BE 溪 , 4Ei， 仿 
Ps,atl) = Su 和 | 《中 TxY]， 


则 {pgp,a( TY BE SB, AE 4 定义 了 一 个 局 部 本 拓 折 如 果 记 
Pay) = supl <q, y>|, 则 


Pp,atT)= Sup patl*). 


出 此 可 知 这 个 局 部 凸 拓扑 好 是 名 (X, 了 上 六! .gg 拓扑， 
由 于 可 以 看 作 玫 ( 人 YY) 的 特例 ,所 以 我 条 渗 鹿苑 育 关 六 
交 定 理 准 广 到 . 史 ( 了) 的 情形 ， 
谍 展 和 (了 4 是 外 的 子 集 ;B 是 了 的 子 集 。 令 
= | EM:s 
M{A) = TS) 


4 连 红 上 线性 觅 上 昭 空间 上 的 拓扑 2 
Mi(A) = | T-i¢BY. 


定理 1 证 X、Y 是 局 遍 品 空间 ， 洲 臣 外 中 的 有 界 于 集 访 ， 
MC 二 (X,Y 了 了), 则 下 述 条 御 是 等 价 的 : 

(a) MM 起 gt 多 , TY 中 的 有 界 集 ; 

<b) 对 每 修了 所: 沾 ,MOBI7 是 羡 中 的 有 界 集 ; 

C0) 对 每 个 区 后 人 7 ,M2 吸收 每 个 BE 弛 ， 

《dj 对 于 YY 中 的 每 个 等 度 连 续集 合 AM AD 是 (人 Ta) 中 
的 有 界 集 。 

证 《9 和 (的 等 价 性 是 明显 的 。 

C= C0); 设 Ypafs ,acegy 是 了 上 的 连续 拟 范 数 全 体 。 
af 是 .gm 和 有 有 界 集 的 充 要 条 忻 为 ， 

sup PalTX} < oo, dE, BE BB. 


TEM .x 


国 {ip D1} 是 Y 上 0 的 组 遍 部 基 ， 不 她 设 VW= 4W pst 
<1}, 则 sup Pa(TX) < 的 充 要 条 性 汶 半 CD 二 A 1B, 有 所 
以 条 件 kG) 和 (ec7 是 狂人 价 的 。 
(< 拓 -> (9， 设 史 是 了 中 等 论 连 续集 合 全 体 ， 尘 是 多 sz 有 
界 的 充 要 条 作为 ; 对 每 一 个 BE 绕 ,， 和 二 人 有 
sup Dae.aAtd} < co, 


而 «Sup Pea, AT) = SUP [<P, Tx> | 
上 坦 r 工 毛 地 : 闻 
~ SU . | 站， 


也 诺 姥 ,六 二 对, 玉 全 瘟 


= sup | <f, x» | 
贡 !+ 志 


匡 它 二 + 广 亡 
= sup path). 
所 以 入 是 ,9 es 有 界 的 充 要 条 性 为 每 个 MCA)}，AEB 是 (2% 
ge) 中 的 有 界 伪 。 证 毕 。 
现在 回忆 一 下 第 3 次 37 中 的 Banach-Mackey 定理 的 结果 : 
证 < 和 ,YY > 是 对 个 空间 ， 则 芋 中 的 每 个 上 月 洛 备 均衡 凸 弱 闭 弱 有 界 子 
集 点 是 BCY, 肛 } 有 界 集 。 了 辣 时 站 中 的 每 个 弱 有 界 集 在 芭 的 自 完 惫 
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集 上 一 臻 有 蜡 。 如 果 羡 是 序列 完备 局 部 凸 空间 , 朵 关上 的 om 有 
卉 集 和 强 有 界 集 是 一 至 的 . 

凑 方 便 起 风 ， 如 果 局 部 点 空间 五 中 的 每 个 有 和 界 集 和 包含 在 自 完 
备 均 突 凸 闭 朋 界 集 中, 则 称臣 六 局 郭 完备 的 。 显 然 , 每 个 序列 完备 
的 户 部 凹 空间 基 局 部 完备 的 ，。 : 

和 下面 的 定 帮 是 Banach-Mackey 定理 的 推广 ， 

定理 2 设 怀 是 局 部 完善 的 , 则 在 多。(X, YY) 中 的 每 个 有 界 集 ， 
是 所 民有 了) 中 的 有 界 集 . 

其 证 明 几 乎 和 第 3 章 $7 中 的 一 样 。 当 XX 是 Banach 空间 ，Y 
是 赋 范 空间 的 情形 , 婚 是 所 谓 一 致 有 界 性 原理 ， .多 ( 疏 , 了) 中 的 子 
”上 集 M 是 .了 Fg 有 界 ， 即 suplil< eo 的 充 要 条 忻 为 对 每 一 个 xEX， 
有 suplTxt co, 

投 区 了 是 局 部 凸 空间 , M 是 .多 (X 站 中 的 集合 。 设 xoEX， 
如 果 对 于 每 一 个 VEAO), 存在 UEAWCOX), 全 当 xx 一 xoEEU 时 ， 
对 每 个 TEM, 均 有 工人 一 了 TCOx0) EV 则 称 诗 往 x0 点 等 度 连 续 ， 
如 果 对 任 一 VEANWCOY), 总 存 证 口 EAWCU), 合 当 Xi 一 x EU 时 , 对 
每 个 TEM， 均 有 有 了 Cx1) 一 TCxs) EV ， 则 称 计 在 于 上 一 致 竺 度 连 
续 ， 

下 述 定 理 的 证 明和 第 二 章 $1 中 的 定理 4 的 证 明 相 类 和 似 ， 

定理 设 芭 上 是 局 部 同 空 间 ，M 己 和 (YY)， 风 下 述 条 件 

(0) MM 在 基点 x0 EX 等 度 连 续 ， 

(pp MM 在 下 上 一 致 等 度 连 续 ; 

(ce) 对 于 Y 上 的 每 一 个 连续 氢 范 数 g9， 必 存在 关上 上 的 连续 毛 
沪 数 了 使 对 每 个 xXE, 以 及 所 有 的 TEM, 满足 GCTxJ p(x)。, 

(4d) 对 于 了 中 0 的 每 个 (均衡 是 闭 ) 环 境 , MT 下 是 苦 中 洛 
的 环境 ， 

下 面 给 出 等 度 连续 集合 的 对 偶 特 征 ， 

定理 4 设 ,YY 是 局 部 凸 宝 间 ，MCC (下 , 则 MM 是 等 度 
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连续 集合 的 充 要 条 件 为 :对 于 六 中 的 每 个 等 度 连续 集合 BE,M'(CE) 
是 X' 中 的 等 度 连续 集合 . 
证 充分 狂 ， 设 X,Y’ 中 的 等 接连 续集 合 全 体 分 别 为 区 1 与 
ss 则 天 上 的 局 部 凸 拓扑 出 拟 范 数 族 {p(x) ,FE 1} 决定 ,其 
PEFKXD? = sup| <f, XY|, 


而 二 几 局 部 态 损 扑 由 所 范 数 族 195 办 ,BE 站 2} 闫 定 , 共 中 
中 (人 = SP1《9， y> | 。 


对 了 上 的 任 一 连续 氢 范 攻 95, 当 开 全 村 时 ,有 
dECTx) 一 sup [< ,TXxY | = supl<T’y, x>| 


<<sup jf, xXx) 一 Ex), 
fe 


由 假设 ,ME) 是 XX!' 中 的 等 度 连 续 伴 合 ， 记 以 px) 是 革 上 
的 连 总 氢 范 数 , 根据 定理 3 的 (cy 部 知 财 是 儿 ( 人 ,站 ) 中 的 等 度 巡 
起 集合 。 

必要 性 : 设 形 是 铸 诬 连续 能 合 , 则 对 于 了 中 的 每 一 个 连续 拟 茂 
数 qr(9), 大人 往 区 上 的 连续 拟 范 数 D 了 C(x), 全 对 繁 个 了 TEM, 有 

qTXx) px). 

即 斌 得 于 (pt)。 念 了 过 = x1PD 所 1 则 TIECUTW ,由 此 
MAE)CCD09, 故 MCE) 是 XX 中 的 等 度 连 续 党 人 台 。 证 毕 。 

根据 定理 3 的 (c), 有 

(VY (了 DY) 中 等 度 连 绾 集 型 的 均衡 凸 包 10MD7 荐 等 度 连 
续 的 。 

类 做 于 第 三 章 $6 中 的 性 质 人 HH， 有 

CY) (X,Y) 中 的 每 个 等 度 连 续集 合计 关于 下 ( 革 , 了 上 的 
每 个 局 部 是 向 思 扫 扑 .Fg 是 有 异 败 。 

证 ”根据 条 件 级 是 下 中 的 由 有 界 集 组 成 的 集 族 . 设 iqx( 们 , “EE 
wz 是 工 鞋 的 连续 报 范 数 全 司 , 刚 2 (人 ,YY 了》 上 的 Fg 拓扑 出 拟 范 
数 族 《aokKT7i 了 BE 种 ,0E .好 谈 定 ,其 中 
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dane) = sup dTx), 
此 它 束 


因为 村 是 等 度 连续 集合 ;由 定理 3 的 (0), 对 Gan 存在 世上 的 迁 
统 气 范 数 p(x), 使 对 一 切 的 TE 蝇 , 有 
datTX) EP(X), 
调 对 全 一 BE 过 , 有 
eh 00) oe BG) 
SUD PAX) < Co。 
即 知 邓 是 多 w 有 界 集 。 证 毕 。 
特别 是 ,由 性 质 《7》 知 ,等 度 连续 集合 民居 是 点 点 有 和 界 的 。 让 
XX 屁 Banach 空间 ,Y 基 融 落空 间 的 情形 、 由 Banach 一 臻 有 界 性 定 
理 可 知道 外 (站 中 操 点 有 界 的 集合 族人 必 为 等 此 连 续 的 . 
定理 5 设 苹 是 栖 式 空间 , 了 是 局 部 凸 空 则 ， 那 未 多 (5 7) 
中 子 集 册 是 等 内 连续 的 充 丰 条 性 为 半 是 点 点 有 界 的 。 
证 ”由 性 质 (VD)， 只 要 证 明 充 分 人 性: 设 Y 是 了 上 中心 的 任 一 均 
衔 品 阁 环 境 , 则 MT = [TI(V) 是 莹 中 均衡 是 闭 集 ， 只 要 证 


妥 MM-( 丰 是 吸收 的 即 可 , 由 是 桶 式 空 间 即 知 MT CVD E 3 
根 扬 定理 3 的 (由 有 即 知 ,M 是 等 度 连续 集合 。 下 面 证 明 MCV) 是 
吸收 的 ， 

设 XERKR, 邻 UX, 人 = 人 EF (X,Y 了 ),， TODOCV} 是 0 的 
3 扼 扩 环境 。 由 于 计 基 点 点 有 界 的 ， 即 是 .Fo 所 盾 的 五 界 集 ,所 
以 存在 > 0 使 得 XMCECx VY, 妈 对 每 个 TEM, 有 XT(x)CCV, 
XxET-V2?。 所 忆 

hxE THY) = MY), 


即 知 M-1( 让 是 吸收 的 。 证 些 ， 

类 似 地 有 

定理 6 设 X 是 拟 桶 式 空间 ，Y 是 局 部 凸 空间 , 则 (X,Y) 
中 的 子 集 对 是 等 度 连 续 的 充 要 条 件 为 对 是 ,9 p 有 界 的 。 

对 于 任何 局 部 凸 空间 X、Y, 则 有 
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定理 1 MC_C(X, Y) 是 S@ 有 界 的 充 要 条 忻 为 Mr 是 
2(Yoy Xe) 中 的 等 度 连 续集 合 。 

证 根据 性 质 (JID ， 不 芒 设 弛 是 饱和 集 族 。 设 六 是 ,Zew 有 界 
的 。 令 旦 全 纪 和 是 区 中 的 的 街 凸 闭 有 界 子 集 ， 风 根据 定理 1， 存在 
了 中 的 均衡 上 是 闲 有 有 界 子 集 C, 使 MBCC, 对 于 TeEM, ITC3) 
COC, TOCBPIOC, THBDYD OC THACO CCB, RB MOC SB, 
由 征地 :的 (07 郑 对 是 ZE(Y5, X8》 中 的 千 论 连续 集合 。 充 分 性 
汶 证 朋 只 要 把 上 述 证 明 的 肯 序 倒 过 来 即 可 。 证 堵 ， 

对 于 XX' 中 的 等 度 连续 集合 ,由 AlaogIu-Bourbaki 定理 知 , 是 
相对 oCX”, 蔷 ) 招 扑 紧 的 。 但 是 对 于 (X,Y) 中 的 等 度 连 续集 合 
M, 则 个 一 定 是 胡 对 六 。 招 扑 紧 的 。 类 似 于 第 3 童 $6 中 的 定理 6 
的 结论 仍 成 立 ， 

定理 $8 设 X、Y 是 局 部 上 同 空 间 、 草 在 .人 (X, Y) 中 的 每 个 等 
度 连 续集 合 对 上 ,下 述 三 个 一 狼 收 敏 拓扑 是 一 致 的 

Ca》 先例 有 界 集 上 的 一 致 收 合 拓扑 .Fo 

Cb》 点 点 收敛 拓扑 .3 

(c》 在 六 中 全 的 于 集 DD 上 前 点 点 收 襄 拓 扑 . 了 .0D)， 

证 ”该 鹏 是 关中 的 下 有 界 集 组 成 的 集 族 ,多 是 Y 中 的 等 度 连 
续集 合 , 则 多 tt 了 ,了 ) 上 的 .Ge 拓扑 出 所 范 数 族 {psp.a(T)1BE 元， 
及 蕊 如 天 炬 ,由 于 

Paatt ) = SUD i TX»| 
1 
ee TP, x 


= sup pT 的 
器 扎 情 


所 以 定向 点 列 r, 一 87 的 充 要 条 件 为 : 在 每 个 等 度 连 续集 合 
AEGBL, TP 核 X' 中 的 Fg 扫 盾 一 致 收 人 印 到 TP， 因为 M 是 
(XX, 了 中 的 等 度 连 续集 合 , 故 和 根据 定理 4 可 憩 ,M'(A)CAE 地) 
是 区 中 的 等 度 连 续集 合 , 因此 由 第 3 章 $6 中 的 定理 6, 往 M'(A) 
上 , 关于 苹 中 完全 有 界 集 上 的 一 致 收 襄 拓 扑 、oCX’, 区 ) 拓 盾 以 及 


mn BE 


和 2  ， 第 四 章 ”线性 映照 和 核 空 沿 


5 用) 二 着 是 一 致 的 。 由 此 可 知道 , 在 时 上 ,fa 、()、(Kc) 三 

小 一致 收 伐 折 扯 也 是 相等 的 。 证 毕 。 

设 瑟 .YY 是 局 部 凸 空间 。 记 工 " 《六 了 为 由 关 到 Y 了 的 线性 映 腿 
(不 一 证 连 续 ) 全 体 按 照 通 向 运算 组 成 的 线 竹 空间 .很 明显 , .2 (XX. 

YCL" (X,Y 了) 当 Y 了 =K 了 时 ,L" (CX, 不) =X*。 用 同样 六 法 可 以 在 

工 ” XI) 上 引进 点 吉 收 敏 拓扑 .Ye， 它 是 由 氢 范 数 族 {ps.alT》， 

OC mf, *ERI} 闫 定 的 : 


Pet 了 一 有 po 旦 


其 中 tp ae 为 了 上 连续 拟 范 雪 全 体 。 

容易 知道 ,olX，Y 了 了) 按 桓 等 嵌入 可 以 看 作 Ls5( 玉 ,YY 的 子 空 
闻 ， 在 此 先 讨 论 一 下 Le (X。Y)》 的 构造 设 WayaEA 是 蕊 中 的 
Hama 基 ( 基 线性 基 》)。 对 每 一 个 xy 定义 TxsEY, 则 可 以 把 了 按 
线 社 延 拓 光 苹 到 Y 了 的 线性 映照。 反 过 来 ，Ls( 半 ,了 了) 中 的 每 一 -个 
线性 映照 都 可 以 用 这 种 方法 定义 。 所 以 LI3(X，Y》 代 数 问 伯 于 
Y=11 Y, 其 中 Y=Y 了 了， 如果 YA 上 贼 以 局 部 由 空间 Y=Y 的 


乘积 拓 执 , 财 工 2 人 Y) 拓扑 问 构 于 站 4。 

(YI 设 M 是 多 (X, 了 ) 中 的 等 度 连续 子 保 ，M 是 型 在 L3(X， 
站 中 的 闭 包 , 则 MGC 多 (YY)， 并 且 仍 是 等 度 连 续 的 。 

证 ” 设 ToE 对 ,对 于 YY 中 0 的 任 一 均 街 凸 闭环 境 Y， 根 据 定 
再 3， 存 在 UEWCOX), 合 MUD7CY。 对 固定 的 点 %EU，、Tox 是 
MG 们 接 能 成 ， 几 于 7 是 阿 的 ,所 以 TogU2CY， 芭 和 郑 Toe 
(YY 并且 凡是 等 诺 这 绕 的 。 焉 华 ， 

二 刹 给 出 和 laogiu-Bourbagki 年 理 上 向 推广 + 

定理 9 CGrothendieck) 说 和 了 是 局 部 止 空间 , 刚 (XY) 
时 下 款 扶 民居 等 价 的 : 

Ca (X,Y) 中 的 每 个 等 度 连 续集 合 MM 是 相对 多。 护 扑 紧 
的 3 

”《b》 YY 中 每 个 有 上 噶 集 是 相对 紧 的 。 
证 Cb) 之 (0)s 设 MCCZ, Y) 是 等 度 连续 集合 ，M 表示 对 


4 连续 线性 时 照 空间 上 的 拓扑 -si 


在 Ls(X, 了 了) 中 的 闭 包 。 由 性 岳 CYD 知 , McC.2CX, Y), 且 是 等 度 
连续 的 。 根 据 条 件 5), Y 中 的 每 个 有 界 集 是 相对 紧 和 的 ， 所 以 
Ls (X,Y 了 ) 衬 Y4 中 的 每 个 有 界 集 是 相对 .Fo。 紧 的 。 由 性 质 (WV)， 
等 度 连续 集合 夺 是 .8。 有 界 集 , 所 以 订 是 Ls (X,Y) 中 的 3。 紧 
集 。 册 于 

MC GX, TICLICX, Y), 
可 知 好 也 是 多 CE, 臣 中 的 紧 集 ,所 以 MM 是 相对 ,8 。 拓扑 紧 的 ， 

C0) 过 (0)s 如 有 果 YY 中 包含 有 界 集 B, 但 不 是 相对 紧 的 ， 则 可 构 
造 .2 (X,Y) 中 的 等 度 连续 集合 型 , 但 不 是 相对 .F; 紧 的 。 这 就 
与 (0) 的 假设 和 有 巴 年, 从 而 (必须 成 立 , 

对 守 EY 以 及 XX 中 茶 个 非 零 元 为， 可 如 下 定义 到 工 的 就 
性 映照 ， 

feoy Er fox), 

很 明显 ， VE KR FY), 售 M= {hy, YEB}, 我 们 首先 证 明 
对 是 等 度 连 续集 合 。 设 了 E.fCY)。 由 于 时 是 有 界 集 ， 必 存在 和 ， 
使 当 |el 志 时, 98CY。 由 于 EX 所以 必 在 在 UEANCX), 个 
当 | 

站 和 局 一 | 四 人 < 
这 样 对 每 一 个 y€B, 有 . 

Ceo UY) = fo yy, 

邮 M 是 等 度 连续 的 . 

其 次 证 明 计 不 是 多 ,相对 紧 的 。 取 X09EX, 使 而 (xo 季 8， 则 
易 知 TTxo 是 由 也 o( TY 到 工 的 连续 映照。 如 果 财 是 相对 
go 紧 的 ; 则 Mex0) 将 是 了 中 的 相对 紧 集 。 但 因 Mixo0) = jCx0) 8， 
出 B 的 选取 襄 沽 ,MM 不 是 Fo 相对 紧 的 ,定理 由 此 得 证 。 : 

定理 10 (Banach-Steinhausy 设 臣 是 桶 式 空 间 ; Y 是 局 部 凸 
守 间 ,< 攻 KE 了) 中 的 定 同 点 列 了 上 戌 点 收 敦 到 线性 映照 TT; XrY， 
如 果 对 于 每 一 个 上 后 x*EX, {Tx 在 了 中 有 界 , 则 TE 站 (XY) 并 
上 且 按 拓扑 ,9c TT, 一 工 。 

西 由 假设 1T,) 是 点 点 有 界 的 ， 因为 X 是 桶 式 空间 ,根据 定 直 


企 癌 必 党 四 意 ” 线 福 映 昭和 棱 空 间 
5, {T,} 是 等 度 连续 集合 .由 性 质 (YI) 知 T 了 EZ (X,Y), 所 以 按 . 兴 ， 
拓 护 ,T,>T。 叉 由 定理 8 可 知道 , 在 等 度 连 续集 合 {TT,} UY {T} 上 ， 
7 拓扑 和 .Fc 拓扑 是 一 致 的 。 所 以 按 拓扑 Fc, T,->T、 证 毕 、 
注 “ 对 于 序列 的 和 情形， 如果 Tax-Tx， 则 {Txy 在 Y 了 中 总 是 
有 界 的 , 但 对 十 定向 点 列 工 ,的 情形 ， 由 Tox~=Tx 一 般 并 不 能 推 得 
tT,x} 前 有 界 性 ， 因 在 局 部 凸 空间 中 的 收敛 定向 点 列 可 以 是 无 团 
的 。 对 于 序列 的 情形 ,定理 10 中 的 羡 是 衫 式 空间 的 条 御 可 以 放宽 
为 可 数 桶 式 空间 ,结论 仍 保 持 成 立 。 这 是 因为 : 对 于 M= {TT,) ， 定 
理 5 的 结论 对 可 数 桶 式 空间 保 持 成 立 ， 在 定理 5 的 证 明 中 ， 只 了 


考虑 到 桶 M-ICY) = [TICY) 是 X 中 可 列 个 0 的 均衡 后 闭环 境 


的 变 , 所 以 是 和 的 环境 ,因此 杂 。 是 等 度 连续 集合 。 

由 于 对 于 站 (下 , 了) Alaoglu-Bourbaki 定理 不 一 定 成 立 。 所 

以 下 述 : 了 3。 拓扑 可 距离 化 的 针 论 并 不 是 平行 的 推论 . 

定理 11 庶 科 是 可 分 的 局 部 凸 空 间 , 了 是 可 距离 化 的 局 部 十 
空间 , 则 在 乡 (X,Y) 的 每 一 个 等 度 连 续集 合 M 上 ,点 点 收 和 伍 拓 扑 
3 v 可 以 距离 化 。 

证 设 六 是 和 中 可 数 笛 局 子 集 ， 则 六 是 式 由 全 的 子 集 ， 仿 
多 CN) 为 在 N 上 的 点 点 政 敏 招 扑 ， 册 定义 直接 柯 知 道 客 (ZY) 
关于 Yo(N) 是 可 距离 化 和 的。 在 等 嵌 连 续集 合 MM 上 ， 根 据 定理 8 
可 知道 .Fo 拓 盾 入 .了 oN) 征 扑 各 一 到 的. 所 忆 丁 村上 关于 久 了。 
可 距离 化 。 证 上 毕 ， 

下 面 笛 织 述 一 些 关于 完备 性 的 结果 . 首先 证 明 ， 

CYID 设 下 .YY 是 局 部 曲 空间， 则 Cx’', Tg) 拓扑 辣 构 于 
oNX, Y) 的 一 个 可 补 子 空间 ;而 YY 拓扑 同 构 于 glX, YY) 的 
一 个 机 补 子 空间 HH;， / : 

证 (中 联 了 中 共 个 非 堆 元 轴 。 定 六 (XX ,Te) 到 gg(X，Y)》 
的 一 对 一 线性 映照 Jit frzje3yo， 凌 中 

Wo XE CF, XY XE XS 
记 J 咱 的 什 域 为 Hi= 人 他 如 ,了 EX 则 了 是 CX', Tg) 到 理 ; ,上 的 


4 连 诗 线性 时 赂 室 介 上 的 拓扑 1 
折 扑 阿 析 有 昭 照 ， 囊 实 皇 ， 设 入。 ae. 好: 是 站 上 的 连 绪 所 范 数 他 
体 , 攻 gt 中 后 反 由 扫荡 数 译 {paatT}Y| BE % Eo 
下 证。 当 I 二 H, 上 ， 出 

Dg.etf ero) = sup patf, XYyo) 


= Sr If, x> |patye) 
即 知 六 是 人 ,Te7 到 妞 ; 上 的 拓扑 映照 。 
再 证 站: 是 可 衬 子 空 间 。 和 选取 po EY ,全 得 ofCooy = 1， 定 僚 
人 gt) 到 Tg) 的 线性 映照 
KT*poT, TELX, Y). 
由 于 sup [< TT , Xx»|= SU 人 | 中， 了 Tx> 


即 知 Ki 是 连续 线性 映照 。 定 义 P=JIK!， 容 易 验 证 P=Pl。 由 
第 一 草 3 蕊 中 的 引 理 工 即 条 瑞 = RPI》 和 及 (Pi) 是 拓扑 补 子 
空间 。 

b>) 尖 似 地 , 定义 了 到 的 线性 有 映照 Joy = jy 其 
中 如 志 革 ,二 9， 忆 及 苦 g( 革 YY》 到 站 的 线性 上映 限 站 T= Txo, 其 
中 各 所 站 有 (xzo 二 1 二 全 于 和 CO 是 一 样 的 ， 和 证 毕 ，。 | 

定理 12 设 1 是 局部 凸 空间 。 邵 巢 42akE 了 是 完备 的 ， 
则 YY 是 完备 的 ;并且 {XX', Ty) 也 是 完备 的 。 : 

证 由 性 质 CVID 知 ,Y 拓扑 同 梅 于 做 @(X, 了 的 可 补 子 空间 

Hi, 市 Hi 是 攻 g 六 ,Y 了 了) 中 的 阿 集 ,所 坟 了 必须 是 完备 的 。 可 

以 证 明 (CX’, Tg) 上 完备 的 局 部 凸 空间、 让 上 毕 ， 

下 述 下 理 到 时 定理 12 中 的 必要 角 笠 在 许多 情况 下 也 是 充分 
的 。 , 
定理 13(Grothendieck) 设 XT 是 羽 部 下 空间 ,X 是 Mackey 
空间 , 比 是 由 基 中 的 有 界 集 组 成 的 集 族 , 乡 窗 盖 X。 如 果 Y 了 和 CX 
工 em) 是 完备 的 , 出 局 部 凸 空间 如 (完了 是 完备 的 。 

证 设 T 了 ,是 < 要 (有 ， YY 由 的 基本 定向 后 列 。 因 才 和 故 放 并， 
FCF8， 对 于 每 一 个 XEX，Tx 是 了 中 的 基本 定向 点 列 。 因 为 
Y 是 完备 的 ， 夏 可 以 定 六 一 个 线性 映照 Tu 下 YY, 使 . 


2 嫂 四 章 ”线性 映照 和 核 空间 
Tox = limT,x, 文人 其。 

因为 TT, 关于 .Sg 反扑 是 基本 定 癌 点 列 ， 所 以 对 于 每 个 集 BE 性 ， 
在 BB 上 工 , 一 致 收 误 到 To。 所 以 上 只要 证 明 ToE 了 (XX, 门 即 可 ,由 
于 XX 是 Mackey 空间 ， 根 据 4 中 的 证 理 5 的 推论 3， 只 要 证 天 了 0 
下 o 必 连续 的 。 与 此 等 情 地 ， 即 要 证明 : 对 于 每 个 FpEY' 必 有 了 工 o9 
EX'。 由 于 在 每 个 BE 纵 上 ,TT "一 致 收 全 到 To, 装 以 Te 在 每 个 
下 史上 一 致 收 伍 到 Ti ,由 假定 (X', Ta) 是 完 谷 的 ， 前 Top EX’, 
伍 毕 。 

从 以 上 证 明 可 知 ， 如 果 在 定理 13 中 奴 殷 定 Y 了 是 有 界 完 备 的 ， 
则 可 车 汉人 Y) 是 有 界 完 备 的 ， 

推论 1 设 式 是 固 空 间 ，. 立 是 完备 局 部 凸 空间 。 和 欠 包 售 买 中 
所 有 收 做 于 9 的 序 刑 , 刚 基 g(X, 了) 是 完备 的 。 

证 由 第 3 章 引 9 知 , 辕 空间 是 Mazur 空间 ,并 且 (CX, Ton) 必 
是 宇和 鲁 的 。 由 叙 设 , 绍 中 和 包含 立 中 所 有 0 序列 ,所 以 Te 是 比 了 Tc 
次 强 的 可 允许 指 扑 , 因而 由 第 3 章 人 中 的 定理 4, "(Xi, Te) 必 是 
完 和 省 的 。 同 时 辕 空 间 必 是 Mackey 空间 ， 所 岂 出 定理 13 即 知 .和 8 
( 革 , 是 完备 的 。 证 毕 。 

注 考 堪 到 图 室 间 的 性 质 ， 如 果 把 下 和 包含 和 中 所 有 0 序列 这 
个 条 忻 故 为 多 和 包 售 其 中 所 有 有 界 邮 收 黎 志和 的 序列 ( 即 Mackey 
阅 针 下 路 就 于 0), 推论 1 的 结论 仍然 成 立 。 

推论 2 说 苹 是 桶 式 定 间 ，Y 是 有 界 完 备 的 局 部 凸 空间 ， 内 
ol 了 Y) 是 有 界 完 暂时。 

证 在 定理 j3 的 证 明 中 ，T, 点 点 收 误 到 To。 由 :Banach-~ 
Steinhaus 沁 理 有 即 计 To ECX, Y)。 证 毕 . 

推论 3 设 了 是 氢 桶 式 空 间 , Y 是 有 界 完备 局 部 凸 空间 ， 册 
CX, 了) 直 有 界 完 管 的 。 


$5 双 线 性 映照 
设 瑟 , P，G 是 线性 空间 ， 从 瑟 XF 到 局 的 映照 1 称 为 双 线 性 


5 了 天 线性 降下 2 从 信 


有 晃 开 , 如果 对 每 一 个 xXEE,，yEF,， 觅 妥 了 yrJx, 拉 及 jx-> 
ftx, 四部 是 线性 的 。 如 果 ,了 , G 是 线性 反扑 空间 , 则 J,ExF-> 
2 基 连 续 的 充 要 和 条件 为 1 在 (0, 0) 点 巡 续 。 同 时 双 线 性 映照 的 集 
合 叶 是 等 度 连 半 的 充 要 条 件 汶 办 在 0, 站) 点 等 度 连续 ， 

骏 线 性 肛 辕 JExF>G 称 汶 各 出 连 娃 区 ， 如 果 所 有 天 及 二 
都 是 连续 的 ， 即 对 每 个 xEE, ECF, GG)， 辣 时 对 每 个 YEF, 
EE GFExXF-rG 的 双 鳃 性 有 映 恨 放 计 称 为 各 别 -等 度 和 连续 
的 ， 邵 果 对 于 每 一 个 XEE, YEPFP, 集合 全 ,了 EM) 与 tr， EM) 
都 是 寺 度 连续 的 。 

如 果 宫 = 下 ， 则 三 xF 到 G 的 双 线 性 映照 称 为 EXF 上 的 双 线 
性 泛 函 。 

定理 f (Boutbakiy 设 己 是 可 距离 化 的 桶 式 空 间 ， 忆 是 绢 性 
距离 空间 ,GG 是 局 部 凸 空间 ,M 是 一 族 ExFG 的 村 有 性 谍 卫 ， 出 
每 个 各 别 等 度 连 续集 合 虹 是 等 度 连 续 的 。 

证 ”由 于 当 feM 人 时 ,有 征 等 式 

Hx 0 — fxo, 0) = Hx— Xo, Y— Ho) + 
Tx — Xo, yo) t fxn, YH— 0), 

为 要 证 明 M 是 等 度 连续 的 ， 只 要 证 明 对 在 (0, 0) 点 是 等 度 连 续 葛 
即 可 。 设 刀 。 与 {Vn} 分 别 是 E.F 中 的 0 点 的 环境 基 , 且 渍 足下 
述 包 会 关系 UnincCUs, ViICYaCaEN)。 则 (sxYV。)y 是 ' 瑟 xP 
中 0 的 环境 基 。 如 果 对 不 在 《0, 0) 点 等 度 连 续 ， 则 必 存 六 WoE 
WCG), 使 对 于 点 x, EU ,gEV, 以 及 f,. EM， 有 fx, Yn) EE Wo, 
我 们 证 明 这 是 不 可 能 的 * 

事实 上 上 ,由 于 ,JEM 是 (FF, GG) 中 的 等 度 连 续集 合 ， 出 
$4 中 的 {7 了) 可 知 ， 它 是 名 (F, G) 中 的 ,拓扑 有 界 集 ; 由于 也 中 
的 0 序列 人 是 完全 有 界 集 ， 根 据 蚂 中 的 定理 1 {fC} yy 
FE M+ 是 忆 中 的 有 界 集 。 所 以 线性 映照 族 {x 4)，nEN) 
是 和 (2, 促 ) 中 的 点 点 有 界 集 , 根据 84 中 的 定理 5; 它 是 等 度 连续 
的 ;总 存在 UEAAWCE), 使 得 。” 

. heU, ICWoC=1, 2,.%), 《01) 
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因为 {xn} 是 中 的 0 序列,， (01) 式 与 假定 f(x, Yo) EW on EN) 
相 蔬 秆 。 证 上 毕 。 z 

推论 1 在 定理 1 的 假设 下 ,每 个 从 ExF 到 G 的 各 别 连续 双 
线性 上 映照 必 是 连续 的 。 

推论 2 设 E.F 是 可 历 离 化 的 桶 式 空间 , G 是 局 部 凸 空间 ,M 
十 从 ExF 到 仿 的 各 别 连 绪 开 线性 映照 集合 ,如 有 果 对 于 每 个 Cx, 护 
EExF, {f(x 9 EN 是 空中 的 有 界 焦 , 巾 财 是 等 度 连 续 的 。 

证 根据 并 中 的 定理 5 知 :M 是 各 别 等 度 连 续 的 。 

特别 是 , 当 互 .F 是 ?空间 时 , 推论 2 成 立 。 对 于 各 别 连 续 的 
双 线 性 映照 ,一 般 地 不 一 定 是 连续 的 。 

例 1 设 B 是 无限 维 局 部 凸 空间 ，E’ 是 共 罗 空间 ， i 记 Es= 
(B', 0CE’, E)), 考虑 由 Eon x 上 到 数 域 KK 的 典型 双 线 性 泛 函 

Berf, xX) = <f, x», 
因为 Bi = feE’ 太 B=x* 在 E' 上 是 or* 连续 的 ， 所 以 B 是 各 别 
连续 的 。 

但 是 B 不 是 达 续 的 。 设 局 是 杞 。 中 0 的 均 奖 凸 环境 ， 对 是 EE 
中 的 子 集 ， 使 当 xE€M, 了 EU 时 ,| 了, xy is<1, 推 得 ME 因而 
是 有 限 维 的 ,所 以 MM 决 不 会 是 无 限 维 局 部 廿 空间 E 中 0 的 环境 ， 这 
表明 号 不 是 连续 的 双 钱 性 泛 画 。 

下 述 亚 连续 的 概念 是 界 于 各 别 连 续 和 连续 之 间 的 。 

设 E.F. 避 是 局 部 且 空 间 , 用 B(B xF, G) 表 示 所 有 从 ExF 一 
Q 的 双 线 性 映照 了 所 组 成 的 急性 空间 ，B( 巨 xF) 表示 xF 上 的 

双 钱 性 这 函 人 全体 组 成 的 线 尾 空间 。 设 JEB(ExF,G) 则 天 € 
LP,G), 1, co CE, G), 令 fx 所 ， 则 fEL*(E, L OF, OG)). 
同样 ,fi yr>f, feEL* CFP, LCE. .了 。 容 容易 四 道 , 有 了 Kx， 全 = 
CO = FW 以 及 有 xy WD = Cx) = fx), 

我 们 用 涂 (LE x 上 ,GG) 和 站 (xxF GY 分 别 表 示 从 ExF->G 
的 连 综 和 各 别 连 继 的 又 维 性 上 映照 全 体 组 成 的 强 柱 空 间 。 而 
(ExF) 和 培 (Ex FF) 分别 表示 连续 和 各 别 连 续 的 双 线 性 泛 函 全 
体 组 成 前线 性 空间 。 
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(1) 看 对 应 jf 下 ,可 得 到 如 下 的 代数 同 构 ， 
BExPF, GHEE, HAF, GWEELEPF, CAB, GY 
RICE XFLE, PA OEEF, Brio 

证 ”根据 对 称 性 ， 愉 要 证 胃 守 (BxP, GY) 守 作 (E, alF, 
GO)), 设 1E 台 (ExF,G)。 则 由 定义 JEL*(E, AE, G)), 必须 
证 有 明了 是 5 到 .AF, G) 的 连续 映照 ， 取 尖 oCP, GD 中 0 点 的 环 
境 : 

UM VY= {TT ELER, GYITOMYEO WV, 

其 中 了 是 下 中 的 有 限 点 集 ,YE.Yec7?。 几 于 为 是 连续 的 ， 故 必 存 
在 多 Et2 使 HIW，M)CY. 即 有 (COW)CM)YCV, 这 表示 当 
xE 妈 时 ,不 儿 CDGMH,Y)。 邑 证 明了 让 E 2( 卫 ,经 o(P，G7)， 

友之， 如果 了 Ee (了 2 ooCF,G)?) ,可 如 下 定义 了 E BCE xF, 
GY : 

fx, 的) = CFx)D, Cx, VEExE. 

我 们 证 明了 是 各 别 连 续 的 。 显 然 有 亡 = 次 E .CF,G)。 发 9EF， 
对 任 一 VENCG)， 取 oF, 人 Gy 中 0 的 环境 Uy,V), 出 了 的 连 
续 宪 ， 存 在 WEACB)， 使 得 人 WCUCY, V), 即 IW, DEV, 
foWDCV。 所 以 bes, OC), 
证 毕 。 

定 兴 设 好 、 需 分别 是 旦 、 中 的 出 有 异 集 所 组 皮 的 集 族 。 
1 是 ExPF-—G 的 各 别 连续 双 线 性 映照 ;如果 对 于 每 个 4E 以 及 
性 一 WEAACG), 疗 在 VEWCOF)，, 使 得 fcA, Dow, 则 和 区 了 为 
史 -- 亚 连续 的 。 

由 定义 可 辐 ， 1E 避 (ExF, 人) 是 .地 - 亚 连 线 的 充 要 条 人 忻 为 * 
对 每 一 个 4E .好 ， 人, xe 4} 是 如 《F,G) 中 的 等 度 连续 集合 - 
类 似 地 ， 了 是 静 - 亚 连续 的 蚌 指 + 对 每 一 个 :BE 如, {fy，#EB} 是 
2 (EGG) 中 的 等 度 连 纺 集 合 。 如 果 了 同时 是 .%- 亚 连续 的 及 
有 圾 - 亚 连 续 了 的, 刚 称 了 是 (.o2 .及 )- 亚 连续 的 。 如 果 多 天 示 有 限 点 集 
全 体 组 成 的 集 类 ; 则 (oz ; 儿 )- 亚 连续 利 各 别 连 续 是 等 价 的 ,在 亚 连 
续 中 ,最 强 的 情 囊 是 .经 、 鹃 分别 为 了 .FF 中 的 有 界 集 全 和 体 , 这 时 就 称 


6 第 四 章 ”线性 映 遇 和 核 空间 
f 为 亚 连续 的 。 我 们 分 别 用 人 (ExF,GD), 守 ,有 ExF,G) 及 
代 ( 互 x 有 GD) 表示 由 亡 有 殖 xF 到 加 的 .~- 亚 连续 (wz ,20)- 亚 连续 
及 亚 达 续 双 线性 映照 全 体 组 成 的 线性 空间 ,而 信 EXxX ,从 (2 攻 ) 
(ExF) 及 这 (BXxF) 分 串 表 示 相 应 的 骏 线 性 汉 孙 所 对 应 的 空间 ， 
类 似 于 (DD, 我 们 有 下 述 结 论 ,其 证 明 留 给 读者 。 
(ExF, 人 ) 是 22- 亚 连 续 的 充 要 条 件 为 f€ 芭 (P， 
y(tE, GD), 所 以 人 ACBExF, G) 和 -CF, -ry(B, G)) 代数 同 
构 。 
由 ( 开 》 和 匀 中 的 性 质 (11D 即 知 vse- 亚 连续 和 入 - 亚 连 续 是 一 
致 的 ,所以 不 妨 假 设 .% 是 饱和 集 族 。 
《IUD 了 fE 她 (E x 了 F) 是 连续 的 充 要 条 和 侍 为 f 映照 EE 中 0 的 某 
环境 为 F' 中 的 等 度 连 续集 合 。 或 者 映照 F 中 0 的 某 环境 为 E 
中 的 等 度 连 续集 合 。 
关于 亚 连 续 性 ,有 下 述 重 要 性 质 : 
定理 2 -ayx 训 果 半生 ef 有 xx 下 G)， 则 对 于 每 一 个 AE .2 
了 在 台 xFEE 上 十 连续 的 3 人) 媳 时 了 人 (人 瑟 xs 则 对 于 每 
一 个 4E .及 呈 E 二 ,于 在 上 4x 玫 上 是 一 致 连续 的 。 
证 《cy 设 C00, 4) E AxPF, 我 们 需要 找到 VE .4 (E) 下 了 E 
AhR 舍得 当 Cx, 的 ECCxoy yo) + UX VODN 人 NC 起 x 下 时 ,有 fx,》 
一 wg0) 所 WW 利用 措 等 式 
fx fxo, yo) = Hx, YF— Wo) + HX — xo, Yn), 
对 妃 中 9 的 性 一 环境 WW 取 WIEW(CG), 档 Wj+WICCW。 因 为 
了 是 .~- 亚 连续 的 ， 丰 在 VEAACF), 使 下 及 ,WTOCWI。 有 内 因为 
1,。 是 连续 的 ,存在 UEAVCOEY, 全 DW) 二 Wi 记忆 对 (的 去 
CEOxos Wo + x YIN Ax FH, 有 

.i Hx, 2 — Hxe, WoTCfCA, V+ HU, gH) 
| | TW 十 由 二 本 
即 知 站 在 和 xF 上 是 连续 的 . 

(9)》 设 xxxE 有 AB, 机、 扣 EB, 因 ff 是 (4, 绍 )- 亚 连续 的 ,对 
任 一 HE NG), 到 WEACG)， 便 WF Wi 二 WW， 旭 存在 UE 
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WCE), 使 f(D x BC 二 甸 1, 同 时 ,存在 VEANCFY, 合 AxVCW. 
那 末 当 江 一 x23EUVU, 扩 一 各 EEV 有 时 , 汉 : 
Fx, YI — Fxg, Ya = Tx, Wi a) + fx — Ks, YY 
CW+WoWw. 
所 其 了 在 站 X 互 上 上 一致 连续 。 证 毕 。 

推论 。 亚 连 续 双 级 性 江 通 f 必 序 列 连续 ， 

证 设 分 别 按 E,F 上 的 拓 扩 ->xo, wp 一 0 。 因 为 各 = {x,} 
U 世 是 忆 中 的 有 界 集 合 ， 由 定理 2 中 的 (9》 可 知道 ， jx， 芒 在 
太 xXF 上 连续 ,所 以 fx ar) fe, zs cn 一 29)。 证 毕 ， | 
: 下 太 连 线性 定理 是 在 定理 1 中 去 挤 可 中 高 化 的 条 件 后 的 相应 
铺 果 。 ‘ 

定理 3 设 E 是 桶 式 空间 ,F， G 是 局 部 凸 空间 ,人 则 

(Ca) 每 一 个 fE 欠 (Ex FF, G) 是 乡 - 亚 连续 的 ， 其 中 绍 是 由 忆 
中 的 有 界 集 全 仁 组 成 的 4 

C) 每 个 各 别 等 度 连 续集 合 M 是 委 - 等 度 亚 连 续 的 ， | 

证 (〈e) 根据 性 质 (C1), JE LF, AE, G))， 所 以 对 任 一 
BE 淄 ， TB) 是 2。 (E, GG) 中 的 有 界 集 。 因 因为 己 是 糙 式 空间 ， 由 
$4 中 的 定理 5 知 ,了 (B) 是 纪 (BE，G) 中 的 等 度 连续 集合 ,所 以 对 任 
一 WEANWCG)， 必 存在 UE 4rCE)， 使 ] (BYXU)cCW,， WfU ,BY 
CW,f 蚌 锣 - 亚 连续 的 。 

(pb)》 设 对 是 各 别 等 度 连续 的 。 对 xEEBh 及 WENCG)， 上 必 春 
在 VEANCP), 便当 JEM 时 , 都 有 有 f(x， WoWw. 于 是 易 知 ， 对 性 
一 有 办 集 BE 纵 , M(x, B) 是 安 中 的 有 界 集 。 册 于 By yy 
fc, ge B} 是 各 (E, GG) 中 的 点 点 有 界 集合 ， 所 以 是 等 度 连 绕 
畦 。 色 此 必 存 在 UEACE), 使 MCB)CO) CW, 即 对 每 一 个 1M， 
FU ByCW, M 荐 多 -等 度 亚 连续 的 。 证 毕 。 

对 于 连续 线性 觅 照 TE CX; Y)， 了 可 唯一 地 延 拓 为 色 e 
PX 了) 其 中 多 .Y 是 开 、 YY 的 完备 化 。 下 面 我 们 对 C7， 徐 )- 亚 
泛 续 到 线 届 习 过 虚 类 似 的 碳 十 ，， 

改 E.F 分 别 是 线性 拓扑 空间 El, 的 秽 密 子 低 间 ， SA \ 尹 分 
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济 是 E.F 中 的 有 愉 集 族 . 入 28 = {有 4E 深 = 值 , 只 E 级) ， 
其 中 4 是 和 在 E， 中 的 闭 包 # B 是 B 在 FF 中 的 闲 包 ， 假 设 芝 覆盖 
Bl; 绕 覆 访 Fl。 G 是 有 界 完备 分 离 的 线性 拓扑 空间 ， 在 这 些 假 设 
下 有 下 述 延 招 定 理 ， 

定理 4 每 一 个 (sz， 有 )- 亚 连续 双 线 狂 映照 = 
1 可 唯一 地 延 拓 为 El x 一 全 的 (.5， 腔 ) 亚 连续 双 线 性 映照 。 

证 不 妨 假设 、 有 是 饱和 集 族 ， 且 以 包含 “C” 为 定向 集 ， 
考虑 {4xB} 和 {和 Xx 本 ，AxB 在 x 太 中 是 再 密 的 。 把 了 看 作 
在 xBB 上 的 映照 f4.s，, 根据 定理 2, 1 在 AxB 上 一 致 连 续 。 由 于 了 
是 (sz ， 朋 )~ 亚 连 锭 的 ,可 由 定 久 直接 推 知 帮 (4 x 号 ;是 有 界 的 。 双 
因 对 是 有 界 完备 的 ， 故 由 第 一 章 87 所 述 ，fj( 丰 x8) 可 以 唯一 地 
延 拓 为 人 xx 吾 上 的 连续 有 映 照 太 , 世 ， 因为 定向 集 族 {4 x BIAE sf , 
BE 有 程 六 Bx 了， 所 以 用 上 述 方法 可 以 将 了 唯一 地 延 岳 到 
FE, x F,, 记 为 地 下 面 证 明子 f 是 双 线 性 和 (az ， 过 )- 亚 连续 前 。 

设 xE Bi, 必 有 妥 , 使 XE 有 轧 ， 作 有 映照 条: yr> xX, Y), YE PF, 

由 引 中 的 性 质 (YD 可 知 和 rE 2(F,， GY)。 事实 上 , 因为 了 是 4- 
亚 连 续 的 ,{f，xE 几 是 (CF, G) 中 的 等 度 连 续集 ， 而 49; 属于 
tsXE A} 在 Let 了, GD) 中 的 闭 包 ,而 是，F 一 G 必 可 唯一 地 连续 
延 扣 为 PF 到 避 的 连续 线性 映照 ， 根据 唯一 性， 必定 与 后:#> 
了 (x, 肪 相 一 致 。 所 以 了 = 是 连续 线性 映照 与 此 对 称 地 , f5 必 也 
是 连续 线性 的 , 即 了 了 是 各 别 连 续 双 线性 映照 。 

因 了 是 .oz- 亚 连续 的 ， 对 于 每 个 4AE.% 及 避 中 0 的 闭环 境 
站 必 存 在 VEACF), 使 六 及 ,下 己 玉 以 VV 才 示 V 在 所 中 的 
闭 包 。 由 于 f 是 备 别 连续 的 知 7 (C4, 人 DcW，。 由 第 一 章 $4 末 局 
的 结论 , VENWCF1), 所 以 了 是 达 - 亚 连续 的 ， 同 样 可 以 证 明了 是 
汲 - 亚 连续 的 。 证 毕 。  . 

下 面 我 们 考 理 又 线性 映照 空间 中 前 局 部 上 同 拓 扑 . | 

证 三 、 节 “CC 是 局 请 悟空 间 ,.2 ， 雾 分 别 是 王 、 瑟 中 由 有 界 梨 组 
成 的 集 族 ,并 且 分 别 覆 盖 EE 和 也 。 设 DD 是 类 (ExF, G) 的 子 空间 。 
我 们 可 以 在 也 上 定义 在 {4xB, 4Ez, BE 外 } 上 的 一 致 收 伍 拓 
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扑 , 简称 海 2 x 淄 收 族 括 站 ,所 为 Fyxg。 但 是 (DD,.F 了 yw xg) 一 般 
个 是 局 部 上 的。 如 果 对 每 个 ffED 及 AE .2 ,BE 地, f(AxB) 均 
是 亿 中 的 有 和 界 集 , 旭 史上 的 ,了 xxg 招 扑 是 一 个 向 尺 招 扑 , 共 0 点 
的 环境 淮 基 由 集 族 {BC(A, B, WY), AE ,BE 吉 , W EWCGN 组 
成 ,其 中 
A, B, W)= {ED, Ax BICW). 

由 于 节 履 瘟 下 下 蓝 说 六 了 上 的 .4 x 坟 收 化 拓扑 满足 分 离 性 。 容 
易 知道 :如 果 .多 、 鼻 用 他 和 包 :2 、 咯 代 埠 , 则 . 哆 x 区 收 线 拖 扑 和 
26 x 各 收 就 拓 扑 是 一 致 千 。 如 果 取 DD= 邮 (Ex, G), 由 于 对 每 
个 连 各 双 涩 性 占 限 JE 吕 (ExF, GY), 对 任 一 AE 、 明 EE 8， 
拓 4x 呈 总 是 安 中 的 有 界 寻 ,所 以 千 (E xF, GG) 按 .%Yx 才 收 就 拓 
扑 抱 方 所 阐 鼎 空 阅 。 

上 述 对 于 每 个 了 EDP, 厌 44x 瑟 ) 是 有 界 的 条 性 是 必要 的 ,否则 ， 
各 (有 态 , 了 ,，W ) 就 不 会 全 部 是 圾 收 的 , 从 而 .x 多 收 敦 拓扑 就 不 会 
是 一 个 向 量 拓 扑 。 事 实 上 , 如果 feED, 但 并 A0x Bo) 在 GG 中 淆 界 ， 
站 中 A0E .又 、BoE 绢 , 那 末 存在 WEANCG), WW 不 吸收 六 An x 
0》。 这 时 客 (CA0， Bo, WD) 就 不 吸收 地 

如 果 在 从 (ExF, 号 ) 上 贼 以 拓扑 .了 xxg, 常常 记 为 地 yxg 
(ExF, GY， 如 果 .Y, 狠 均 取 有 限 点 集 全 体 实 ,我 们 称 yx 入 
韦 点 妆 效 括 扑 ， 记 为 了 ,相应 的 空间 记 汐 如。 (BxF, GG}。 如 果 
Y\ 绍 分 别 取 .F 中 的 有 界 子 集 全 体 , 记 .了 yxs 为 夕 p, 区 为 双 
有 界 拓 站 ,相应 的 拓扑 空间 记 为 付 pCExF, GG)， 

(Dx gtExF,G) 的 子 空间 (D, .FF xm 是 局 部 凸 的 充 要 
条 件 为 ， 对 每 个 了 ED 及 太 Ef 、BE 各 ,f(Ax BY 是 G 中 和 大 有 和 失 
定理 5 加 果 .% (或 狗 ) 仅 仅 是 由 E (或 F) 中 的 强 有 界 集 组 成 
的 , 则 好 xs( 卫 xE,G) 是 局 部 凸 空间 ， 

”证 ”只 要 证 明 对 每 一 个 各 别 连 续 双 线性 喘 于 了 ,对 4AE.ox、 

BE 入 ,f(Ax BB) 是 有 界 的 .根据 性 质 CD:frys> 所 是 FF 到 站 EB, 安 ) 
的 广 续 线性 映照 。 因 为 B 是 F 中 的 有 界 集 ， 所 以 {fy，yYEB} 在 
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2B， 中 是 点 点 有 界 的 。 设 王 是 如 中 心 的 均 衙 是 闭环 境 , 刚 
= 好 { 丰 WUEDB) 是 互 中 的 均衡 凸 六 党 。 由 于 {jf,, #E B} 是 
点 点 有 界 的 ,根据 $4 中 的 定理 1 的 (0) 知 ,是 吸收 的 。 所 以 上 是 
1E 中 的 桶 , 即 是 E 中 0 的 强 拓 扑 BCE,E') 环 境 .由 很 定 AE.5 是 EE 
中 的 强 有 界 集 , 闫 以 口 吸收 和 A, 即 知 对 适当 的 数 入 ,了 (A x B)Chw， 
所 以 1CAxB) 是 有 界 的 。 证 尘 ， : 

禄 据 第 3 章 87 中 的 Banach-Mackey 定理 ， 即 有 ， 

推论 1 如 果 互 (或 F) 是 序列 完备 的 , 则 好 wxg( 妃 xF,G) 是 
局 胡同 线性 拓扑 空间 ， 

“推论 2 如 果 .cf (或 人 少 ) 中 的 每 个 均衡 凸 闭 有 界 集 是 自 完 备 
集 , 则 中 zxe(BxzE,，G) 是 局 部 凸 空间 ， 

例 2 设 EF 是 线性 拓扑 空间 ，E’,F’' 是 共 轰 空间 ， 取 能 * 折 
扑 本 = (EBE’, 0CE', E)) F, = (CF/,O(P!,F))， 设 cf ,名 分 别 为 马 ， 
F。 中 的 等 度 连 续集 人 台 全 体 ， 则 四 (Bo xF。，G) 上 的 .9 exa 丘 
朱 称 汶 双 等 度 连 续 妆 效 拓 才 , 记 为 .相应 的 空间 记 为 好 (Br x 
PG), 由 于 ES 中 每 个 等 度 连 续集 合 是 强 有 界 的 ,所 以 根据 定理 
5 知 , 导 oCB5 xpB，G) 是 局 部 止 空间 ， 

《YY> 设 五 PP 是 局 部 凸 空间 ， 风 仿 ofE。 xPFo) 拓扑 同 构 于 
(EBPF7。 辐 时 ,好 55 x FF ) 是 完备 的 充 要 条 件 为 EE 和 下 都 是 
完备 的 (其 中 Es = CE', T(EB', BB))., 

证 ”根据 人 性质 CD)， 在 映 照 foyf 下 向 (BS x 本) 代数 同 构 于 
(BF,) 。 根 据 31L 中 所 述 知 ， 阁 (B15, F,) 和 了 站 (Br ,FF) 是 
一 样 的 。 设 了 EGCE xF I)， 则 了 ECE', F) 。 设 以 ,N 分 别 是 
久 、Fs 中 的 等 度 连 并 集合 ， 则 由 于 ”sup 11(4, 办 <<1 可 写 为 


Su fCu) Cv) [ 筷 1, 它 和 了 GD 二 N' 是 等 价 的 。 考虑 到 局 部 基 


的 具体 构成 方法 , 即 知 办 > 了 是 拓扑 同 构 喘 照 。 
闫 于 完备 性 的 结论 ,可 以 由 $4 中 的 定理 12 和 定理 13 直接 知 
遵 ， 证 上 毕 。 
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$6 拓扑 张 量 积 


设 王 三 是 绑 性 空间 , BCE xF) 是 ExF 上 的 双 强 性 滩 孙 全体 
组 成 的 线性 空间 。 对 每 一 个 tx, 办 ExF,， 可 定义 BCExFy 上 
的 线性 活 饼 
Wt XxX, Hs TE BIE xP)., 
则 坟 ,, EBCEx FP)"', 其 中 BCE x By)" 表示 BCE x 了 FF) 上 的 线性 泛泛 
全 体 。 容 易 知 道 下 述 
0 A Hy 
此 互 xE 到 BCE xF)" 的 又 线性 映 胡 ,人 令 X(E xFP}y= {ty | (X,Y) 
cExF}l, XCExP) 在 BCE x FF)" 中 旨 成 的 线性 子 空间 记 鸭 EF， 
称 洲 E 和 FF 的 张 量 积 。 对 E@F 中 的 元 如 .y 记 为 XYy, 这 样 ， 
E@F 中 的 每 一 个 元 都 可 以 表示 为 有 限 和 ， 总 和 《x@y)， 其 中 
XBExF 到 EF 的 典型 双 找 性 映 辽 。 
不 难 和 直接 验证 注 足 下 述 关系 ; 
MCXEOY) = CAXIOY = XO NY) 
LF Xa CO = XOY + XO 
XEA YL 十 于 一 十 Cd 


所 以 E@F 中 的 每 一 个 元 都 可 表示 为 4= 总 x,@y, 的 形式 。 但 是 
要 注意 , 宕 示 方法 可 以 不 是 雁 一 的 . 
对 于 任意 于 和 集 4CEB, BCF, 我 们 记 4@B= XCA x 8)。 汶 避 
倪 记 号 洪 活 ,我 们 约定 仪 仅 当 MCE 与 NCF 都 是 子 空间 的 情形 ， 
MN 才 表 示 XCM x 和) 的 线性 包 .。 
”引进 ^“ 张 世 租 "这 一 概念 之 后 ， 就 可 纪 把 双 线 件 映 照 空间 BE 
x, G3 者 作 线 性 鼎 腿 空间 L*CE xF,G), 
定理 1] 设 E、F,G 是 线性 空间 , xX 是 ExF 到 EF 的 典型 
欢 句 性 上 映照 。 则 对 于 每 一 个 旦 EB(CExF,G)， 存 在 唯一 的 忌 E 
EF ,GG)， 栅 得 昌 =BX， 且 对 应 Br>B 是 BC(ExF,，GY 与 


和 二 全 咎 品 度 天 人 几 峡 咯 相 榨 空 间 


L"(E DP, OO) 闻 的 代数 同 移 . 

证 ” 海 息 有 映照 B»B -= Px 很 清楚 ， 它 是 L” EGR，G) 到 
BE xF, G) 的 线性 映照 首先 ， 映照 是 一 对 一 的 ， 事实 上 ， 如 果 
B=0, 如 B(x 六 = B(x, DD =0 对 每 一 对 xEEB.yEF 都 成 立 , 所 
以 下 =0。 其 次 证 明 此 峡 照 的 值 域 充满 BCBExF, GD?。 说 有 ec 
BrExFP, GG), 定 你 


B{ “By ) 一 > B(x,, Ys 


风 妈 是 EQP 到 避 的 映照 , 容易 知道 , B 的 定义 是 相 容 的 , 它 不 会 
EP 元 物 不 则 直入 。 这 梯 就 定义 了 一 个 屿 竹 映照 BE 
EP GC, 并且 可 B= BX， 证 毕 。 / 

作 i mn 当 守 = 时 ,可 得 到 

替 论 .在 对 应 Drz8 下 ,BCE x 下) 与 (BR@FY* 代数 同 构 . 

“对 于 线性 肤 照 ,A&EL"*(E, BE1) 与 BE LIL" (FP, F1), 我 们 可 以 用 
如 下 的 方法 引入 张 量 积 A@B. 首先 定义 映照 《4 B)， 
CA, B(x, 区 = (A OBY), xE BE, yEF. 
则 梁 照 (4, 8B) 是 已 xF 到 EBF, 的 双 线 性 映 猴 。 根 据 定 理 1 可 
知 , 必 对 应 一 个 从 EBPF 到 了 :BF 的 线性 映照 ; 记 为 A@B, 且 
(CABBI AXON = CAxIDBY), xEB, yEPF. 
同样 可 以 定义 百 与 F 的 代数 对 偶 EE* 与 P" 的 张 量 积 8* QF*， 
对 于 了 FE 忆 及 mEFRF*, 有 : 
COTICKEOVY = ONY PO, XE EB, yEF, 
所 以 fj 是 EBPR 上 的 线性 泛 孙 ,E*@PF* 可 看 作为 CBEGP)* 的 子 
空间 。 

当 五 , 刁 臣 局 部 凸 空间 时 ， 我 们 需要 在 E@F 上 定义 有 用 的 局 
部 凸 拓扑 。 我 们 知道 ， 区 是 局 部 上 晤 空间 ExF 到 EE@F 的 典型 双 
线性 映照 。 可 以 在 E@F 上 定义 配 得 + 是 连续 映 银 的 最 精 拓 站 ， 
但 是 这 样 的 拓扑 不 一 定 是 局 部 同 向 量 拓 扑 、E@R 上 使 ** 连 续 的 
最 精 局 部 凹 折 扑 称 为 在 E@F 上 的 投影 拓 掉 , 记 为 .Fp, 相应 的 空 
间 记 为 E@sE， 如 果 E,R 上 的 局 染 凸 拓 朱 分 别 汶 .W4、 卫 sy 财 岂 
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可 证 为 Sp 一 FF 

下 面 我 们 确定 投影 扣 扑 :六 ae 设 六 条 唱 是 E 和 和 FF 中 的 
环境 其 ， 对 于 UEB、VEY, 记 U@V= XC(UxV)。 下面 证 有明 
(TO IUE, VYEY} 是 .Fy 拓扑 的 一 组 环境 车 。 

CD 设 UVY 分 别 是 EE、F 中 0 的 均衡 本 环境 , 拟 范 数 PLX)， 
分别 是 和 下 的 Minkowski 泛 沙 。 则 在 FE@F 上 可 定 头 氢 洗 
数 z 

-Wrtuy = 1nf 位 POXs) gO) = > cy}. , 


可 知 Ca 是 集 TCUOOOWD 的 Minkowski 入 遇 ， 并 且 对 xEE, 
yEF, 均 肥 r(xX@D = 了 ODICD, 
证 和 容 男 延明 ri) 是 E@F 上 的 拟 范 数 ， 如 要 证 晶 * 是 售 
TUCGOYI 的 Minkowski 渤 函 ,只 要 证 明 
(ur < CTU OV Eur el}, - 


设 w ET (UO) ， WY) te = SE* (<, Go， 其 中 他 人 | <1, 
xrEU, y,EV, 仿 X= Xs = 3 XB, nu / 
' : : =] 1 。 
| r(W pa ) = > I | px) SE 

另 一 方面 ,如果 rCw) <1, 则 存在 一 个 表 东 / 

= 交 Xe Dg,, 
使 得 之 P CX 01 所 以 存 定 3>>0， 使 px， <1， 其 中 
w= Cpfxiy + EI CGCY,) 十 已 上 (一 让， i 


eT PX) TF er? 下 TR ET 
Mx EU, EV. 所 以 有 = > HX BY ETU OV). 


”不 面 证 髓 最 后 -个 结论 ; 设 xo€ E,W%EF, 则 由 Hahn-Banach 
定 雁 ， 存在 f€5B', 使 人 x0)= DCxoy， 且 [Fx) [pt%), xG BE. 同 
凡 存 在 9EF’， 合 9 = Cg) 卫 19( 罗 1 所 4( 护 ,， YS? 了 。 作 
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EF 上 的 线性 证 国 jG9， 刚 对 于 8= 3 2 ,OY,, 有 
[Cf | < <Sp) a9), 


所 以 | (1G@9) Ce | <rCw)。 取 w= x0 区 咏 ， 得 Pp (X04(90) 寺 7 (xX0@ 
20)。 肖 一 方面 ,由 料 义 "CX0 BY0) PLX0 a), 得 到 PCxe)gCgo = 
rtxoeosyn)。 证 些 ， | 

点 后 我 们 称 氢 范 数 为 拟 范 数 了 与 9 的 张 量 积 ， 记 为 
r= pq。 如 果 p,4 分 别 是 二 .fF 中 的 范 数 ， 则 易 证 了 的 4 世 是 范 数 。 

定理 2 设 伯 ,分 别 是 局 部 凸 空间 E,F 在 0 点 的 环境 基 ， 
则 {TU@BWD)|IUEB, YEY + 是 BF 中 投影 折 扑 多， 在 0 的 
环境 基 。 如 果 上 .F 上 的 连续 拟 范 数 全 体 分 别 为 {palx)，o€E 好)， 
{ga(32)， BE 红 ) 则 投影 拓扑 了 由 拟 范 数 族 { 瑟 四 gp 9E .5 
BE 用 给 定 。 有 四 

证 ”根据 性 质 人 TD, f(CG@Y)? 是 吸收 的 均衡 凸 集 , 由 于 

FOU NUAIBTNVD TO DVD NTCUOV:;), 

所 以 {TCU@V)|1UEY, VEY'} 是 某 局 部 凸 拓扑 的 局 部 基 , 可 唯 
一 地 确定 EF 上 的 一 个 局 部 凸 拓扑 ， 其 分 离 性 可 以 出 后 面 的 性 
质 (ll) 知道 。 由 局 部 基 的 构成 可 直接 知道 ， 此 拓扑 即 是 使 X 连续 
前 EBP 上 的 最 精 局 部 凸 拓扑 7，， 加 

后 一 结论 可 直接 由 人 性质 (1) 得 到 。 证 毕 。 

定理 3 设 E,F.G 是 局 部 是 空间 ，E 人 他 pF 是 投影 张 量 积 , 则 
对 应 B->B= BX 是 人 (EOF,G) HN HE x F,G) | 打 人 代数 周 构 . 即 
EQsF 出 G 的 线性 上 映 照 B 是 连续 的 充 要 条 件 为 BE 8(BxF， 
GD7。 

证 设 B 是 连续 的 ,由 的 连续 性 即 知 B- Bx 是 连续 的 。 反 
之 ;假定 BB 是 连续 的 ， 玉 是 人 中 0 的 均衡 凸 环境 , 则 存在 BxF 中 
0 的 环境 UxV, 使 BUxWcw, 有 邮 B Ue@vycWw, 因为 WW 是” 
均衡 凸 集 ， 所 以 站 (FUGV7 二 证 。 而 FCTGY) 是 (EBP Fe) 
中 心 前 环境 , 即 知 是 连续 的 。 证 毕 。 

作为 特例 ， 有 4 


生 寿 ”拓扑 张 量 积 之 总 

推论 。E@pF 的 共 斩 空 间 〈E@5F) 在 对 应 BB-xB8 下 代数 同 

构 于 绕 (ExFF)。 并且 (EE 的 oF)' 中 的 等 底 连 续集 合 对 应 危 ( xF) 
中 的 等 度 连 续集 合 

谈 jE 瑟 、9E Fr， 出 于 (OX, DD = 了 CX) :000), XE E, YEF 

是 ExF 上 的 连续 观 线 性 证 轩 , 所 以 ,对 度 EQpP 上 的 连续 线性 斌 

画 《〈j 人 9 (XD = OO90GD, 即 JO9E ESFY。 由 此 ，E’@F’ 

COoR7。 下 面 证 明 BE'@F’' 在 EQ@F 上 是 全 的 ， 即 对 于 和 尾 一 


HuEExF, wn0, 存在 全 三 于 的 下 便 克 00。 事实 上 , 如果 站 有 


才 示 于 二 > XD, 其 中 NE 利 到 ts “ tn 是 线性 独 闵 的， 


按 Hahn-~Banach 定理 , 则 存在 EB,gEF', 使 得 iC 让 = 及 
J = Olt = ll, 2, 1), 推 得 fon) 一 SANG Y= 1, 
EB, oc EF, (EpPY) 是 分 高 的 ， 夫 而 EP 上 的 投影 拓扑 
.让 分 高 的 。 

Ki BE'CP'C(BECoP)'， 并 且 BE"GF" 在 EP 上 是 全 前 、 

设 EF 是 局 部 凸 空间 ,对 于 CE@F, F9)， 根据 第 一 章 85 中 
的 内 容 , 存 在 一 个 最 小 完备 化 扩张 , 且 在 同 梅 意 义 下 是 肉 一 的 , 记 
为 E@@F， 册 定理 2 可 知道 , 如 果 E、F 都 是 可 距离 化 的 , 则 EGP 
是 人 ?至 闻 ， 即 是 完备 的 再 距离 化 局 部 凸 衬 间 ， 对 这 种 情况 ， EsF 


中 的 元 可 宕 示 如 下 
定理 4 (Grothendieck》 谨 瑟 .了 是 可 距 高 化 局 部 器 空 辣 ， 则 


每 一 个 元 wE EoP 是 一 个 绝对 次 教 序列 的 和 
= > Nx 


其 中 荆 | 之 oo {Xn} 1 加) 分 别 是 请.F 中 的 0 序列 . 
证 设 瑟 、 了 将 二 的 局 部 西 拓扑 分 别 由 氢 范 娄 的 增 序列 {ps} 与 
{da} 给 出 。 令 T= Pr = 1 2, 7°1), 则 rr, 也 是 所 范 数 的 增 序 


列 。 根 据 定理 3 :E 人 @F 上 的 投影 拓扑 .9s 由 fr 给 出 . 二 


Cn = 1, 2, …) 表 示 7， 彗 F 信 sg 上 的 延 拓 。 | 
设 WE 入 ,PF, 出 存在 E@F 中 的 序列 fw) ， 使 只 Ge -mu < 


i 
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nr22- et1。 设 而 的 任 一 志 示 为 由 = 因 oxiGoe 
令 : va Hah = 1 2 1 
则 Poo) Er My) + nC — Ht 1) 
' FW) Fr 1) < 2, 
[H rn = PO G9 的 定义 可 内 ,区 在 在 一 个 表示 


Un 一 > XO， 


苹 评 耳 生 
使 pn(XD) 所 ， 9S (本 <i<ciarnD， 并 县 ,名 ， 扩 1 安 2 
由 三 得 
Wt + Un = hx Oy 


并 且 人 {ys}, Lh 具有 所 要 求 的 性 质 。 证 毕 。 

下 面 给 出 一 个 投影 张 量 积 的 例子 ， 

设 CX, 耳 , 8) 是 一 个 测度 空间 , (4) len 
积 函 数 全 你 关于 范 数 上 fj = 了 ffan 六 构成 的 Banach 空间 ， 又 设 
是 用 一 一 实 Banach 空前, 一 个 巨 值 函数 若 有 如 下 的 形式 ; 


DY = > PCN = 


其 中 和 EB, 山 (D 是 集 SiE 卫 的 特征 函数 , 且 癌 ws) < oo, 则 称 


二 为 日 值 商 音 函数。 用 Sz 下 示人 全体 E 值 阐 单 函 数组 成 的 同 量 空 
问 ,在 线性 空间 Ss 上 定义 氢 范 数 
poy = MD dn, 
丙 (3Szs，p27p 02 是 茂 范 空间 ,其 完备 化 空间 记 汶 LE CG), 工 各 人) 
称 汶 EE 鸽 Bochner 可 积 表 数 全 体 所 组 成 的 宣 癌 。 
将 证 工 吉 (5 范 数 同 构 于 LUn) OoE, 作 工 (DoE 到 LEC) 


的 自然 颈 入 art 荐 we 习 丰 (DG@xr， 则 对 应 w= 六 fC, O™ 


格 地 讲 ， 应 是 相应 芍 等 价 尖 )、 陕 照 wt 是 线性 的 ， 如 未 这 有 为 
L (Cu) 中 的 简 举 函数 全 体 ， Se= Sg/p-1(0), 则 ar 把 SGE 淖 肌 到 
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Sc， 用 7 表示 Li(n) 及 EE 中 的 范 数 的 张 量 积 . 设 wES@E， 对 性 
一 疙 未 妇 = > 和， 由 


2 E> AOTALI pALA 
推 得 pC8) 志 rt4)。 另 一 方面 WES@E， 则 可 选择 一 种 表示 
n= bx 使 由 的 支 集 5.CS;= 人 页 ( 力 车 0)) 互 不 相交 ， 
出 出 于 rw als = pCu) 


可 知 rCe) = PO), 即 在 上 映 照 rz 下 ，5@@EB 范 数 同 构 于 Sg。 由 于 
S 在 L1G4) 中 是 秽 窖 的, 故 S@E 在 LU)@rE 中 是 称 窗 的 。 叉 
和 在 LA) 中 是 稠密 的 ， 故 有 映照 ry4 可 扩充 为 L1G4) @oE 到 
La( 由 的 洲 数 间 构 。 证 毕 。 
妇 果 互 .FB、G 是 赋 范 空间 , 对 BE 绕 (E xF, GY), 可 以 定义 范 
数 
和 五 上 =: st BCx, yy, 


中 上 志 + 中 


由 这 个 范 数 湛 定 的 抓 扑 冯 是 (EXxF, 后 ) 上 的 双 有 界 拓扑 Fs 
对 瑟 xF 到 记 的 pP 的 典型 双 线 性 且 照 X, 让 =1。 定 于 3 可 加 强 
EF 如 
定理 5 设 E.F,G 是 赋 范 空间 ， 则 在 对 应 下 了 = Bx 下 ， 
EF, GA elE xF, CGI) 范 数 忆 构 。 

特别 其 ,CB@0oF)= (CBE@oF 范 数 同 构 于 绥 s (EXxF) 和 
gE, Po), 


证 设 z= xO E EIF, 由 于 


和 
J 


zi = IS BCco go LhBR Hal gk 
推 得 1Bz1<4B1.1zlo， 其 中 小 表示 ECoeF 中 的 范 数 ， 所 以 
151 < 181. 
反之 ， 1Bix, Dro < 二 下 Go = xh yt 所 
以 4 < 43 由 此 !B1 = Bj, 
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当 忆 = 天 时 , 即 知 (E 包 PP)5 范 数 同 构 于 霹 8(5xR)》。 了 而 
入 p(B x PP) 和 .gCB,F) 在 对 应 Biy 关 下 范 数 回 移 ,这 可 由 下 述 推 
得 ; 设 U,V 分 别 为 E、F 中 的 单位 球 ， lBcU, lo 和 价 于 
| 了 CE OV | a, 证 毕 ， 

设 瑟 、F 是 局 部 凸 空间 ，BEGF 在 代数 同 构 章 义 下 可 以 在 作 
LE, 下 ) 的 子 空间 。 设 A= (x, 仍 EEBxP, 定义 AE(E'， 
如 下 : z 

Au = (ux)Y, WE E’. 

映照 4 和 是 巨 x 电 到 .25E5，B) 的 双 线 性 映照 . 概 据 定型 1g 存 
在 唯一 的 从 EHF 到 .图 KB 忆 ) 的 线性 英 照 内 47-=-4。、。 
对 于 每 个 AE BG@P, VCA) 是 如 (85, F) 中 的 有 限 秩 算 子 。 下 述 
性 质 说 明 上 映照 当 是 一 对 一 的 ， 

QIN) 设 %EE, EP, 如果 对 于 每 个 4E EB', > wk，xo29 
=0, 则 Pox, BH = 0. z 

证 ” 取 由 x1,…, x。 张 成 的 子 空间 的 线性 无关 基 61,…,e, 必 
出 护 ,， -扩张 成 抑 子 空间 前 线性 无 关 基 访 ; …， 大 ， 则 .去 能 写 
| - . 


> 全 | opgy LH, er>h=0, EE 


1 J=| 
如 能 证 明 wm = 0tp=1,…, Td=1, ,8)， 则 结论 就 成 六 作 
EBIt= 1, ‘ss 使 ‘rs Crp) 一 Opt Dp = 1， 机 "2 代入 上 式 ， 得 
3 ao =0 C=1, -7r), 
由 于 万， 线性 无 关 , 所 已 es = 0, 证 毕 ， 
相反 ， 如 果 轧 是 艺 (Es，, F) 中 的 有 限 秩 算 子 ， 唱 可 者 未 为 
4z= p> CWI» 其 中 扩 线性 元 关 、 取 出 EF, 使 y= x， 出 
oH = CU AUW> = < 总 7， HW = Cx HH, 


其 中 2 瑟 。 这 性， A 就 同 入 = 这 x,@ 对 应 。 订 此 得 : 


» 
§ 6 拓扑 张 且 积 2t9 
定理 6 设 E.P 是 局 部 名 空间 ,全 = 这 x,@yrE ExF, 仿 
A = > (HX HEE', 


由 Bk RA 是 EF 和 EE', 中 的 所 有 有 限 秩 上 喘 照 组 成 
六 子 空间 的 代数 间 构 . 
尖 估 地 ,有 : 


定理 7 设 B.P 是 局 部 凸 空间 ,4= 加 wv,E EO@F', 仿 
AX = Duy, XEEB, 


刚 映 山 4 A 一 及 是 下 四 Fr 和 2B FF.) 中 的 所 有 有 限 秩 映 照 组 
成 的 子 空间 的 代数 同 构 ， 
定理 8 ”如果 在 EB 或 F 上 取 恰 拓扑 , 则 
(EF YExF)SE OE'. 

证 只要 证 明 对 每 一 个 BE 纵 (ExFY》 对 应 的 BE CE， Feo) 
臣 有 限 秩 的 , 从 而 根据 定理 7 可知 , 绍 (BxF) 侍 E'@F'/、 事实 上 ， 
根据 $35: 如 果 BE 绍 (ExF) 是 各 别 连 综 的 , 则 BE 2(E, Fi)， 出 
于 BCU x Vs 等 价 于 BCDy(V)<e, 所 以 BE B(Bx > 的 序 要 
条 忻 为 8 映照 E 中 0 的 某 环境 口 为 F; 中 等 度 连续 集合 。 由 于 F 
上 赋 以 弱 拓 扑 ， 则 Fs。 上 的 等 度 连 续集 合 是 有 限 维 的 。 所 以 惠 是 有 
限 秩 的 。 证 毕 。 

在 EcoF 上 除了 定义 投影 张 量 积 拓扑 外 ， 还 可 以 引入 各 种 局 
部 凸 拓扑 。 比 较 重 要 前 还 有 EGRPF 上 归 纺 ( 张 量 积 ) 拓 补 .F,， 了 了， 
拓扑 是 EQ@F 上 的 使 典型 双 线 性 英 照 各 册 连 续 的 最 精 局 部 凸 向 
量 扰 扑 ,显然 9 p 忌 ,类似 于 定理 3 ,有 

定理 9 设 E,F、G 是 局 部 号 空间 ， 记 B@F 为 归纳 张 重 各， 
则 对 应 记 zB= Bx 是 .CE@,F, GY 和 恐 (BxF,G》 问 的 代数 同 
构 。 即 EGPE 到 人 妇 的 钱 性 觅 报 是 这 续 的 充 要 条 件 交 量 是 ExF 
到 局 的 种 别 连 续 双 线性 映照 ; i 

闲话 CBR,PY' 守山 (E x De | | | 


J 
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嫩 浊 所 是 焰 式 可 下 离 化 局 部 西 空间 ， 忆 基 局 部 上 峰 战 性 距离 空 
间 。 考 塌 典 型 双 线 性 卫 照 XeExTF-EoiR， 根据 $5 定理 1 可 知 ， 
各 别 连 续 双 线性 喘 照 工 敢 连续 ， 所 以 此 时 EBF 上 投影 张 琢 拓扑 
和 归纳 张 量 招 扑 是 一 致 的 ， 

此 外 ,如 果 把 EOF 看 作 E’COF 上 上 的 线性 汉 困 (的 把 CTCO 划 ) 
=《 六 xx>(t 有， 设 3Es 分 别 是 BE、F' 上 的 等 度 连 续集 合 全 体 ， 


，” 则 在 E@F 上 可 定义 关于 (SG@T13Sc<dSi TecEzi 上 的 一 致 收 合 指 


六， 称 为 村 和 邯 度 连 续 站 效 括 打 , 记 为 .了 。。E 的 FR 上 的 .FF 。 拓 扑 等 
于 她 ,(E' xF%) 在 BQ@F 上 的 导出 拓扑 ， 根 据 85 中 的 鲍 2 可 知 ， 
多 。 是 局 部 凸 疝 晨 插 扑 ， 由 于 SGOTCSESI TESD) 是 (8@5FPY 
中 的 等 度 连续 集合 ,所 以 .FC 5, 记 (BE@F, .7,) 为 E@,P, 其 
完备 化 记 为 E 信 :FF，EQ@F 上 的 ,是 比 多 ,更 重要 的 拓扑 。 

《IY EpP 到 习 Bo x Po ) 中 的 柳 入 是 连续 的 ， 

(CY)》 设 BF 是 完善 的 局 部 凸 空间 ， 网 由 下 GE 测 仁 ,(EB' x 
FP) (或 各 XAE%,F)) 的 典型 嵌入 可 唯一 地 连续 延 拓 到 BE 包 >P 上 . 

证 由 四 中 的 性 质 (Y)， 好 (Be x 了 7 是 完备 的 ， 册 多 
Fo, FOrP 到 对 (Es xF。 ) 的 典型 氏 入 映照 是 连续 线性 映照， 妈 
可 全 道 。 

最 后 我 们 指出 ; 如果 EB、F 是 完备 的 ; 则 5 加 ,RF 可 看 作 EGR 在 
如 oCB5 XxX 也 ) 中 的 闭 包 。 


$ 7 有 界 . 弱 紧 . 紧 和 核 映 铬 


一 、 有 界 组 性 映 申 

设 义 、Y 是 局 部 凸 空间 ， 钱 性 喘 照 Ti 到 -一 Y 称 为 有 界 的 ,如 时 
它 映照 了 中 0 的 某 环境 局 到 Y 中 的 有 和 界 集 ， 

由 于 了 中 0 的 每 一 个 环境 豚 收 了 TCDU), 所 以 有 界线 性 算 子 一 
定 是 连续 的 。 如 果 刁 是 赋 范 空间 ， 则 每 个 连续 线性 映照 T: XX 
是 有 界 的 。 这 是 出 于 赋 范 空间 艾 中 的 单位 球 是 有 有 界 集 ， 而 连续 线 
性 映照 把 有 界 集 映 为 有 和 界 集 。 但 是 如 果 区 不 是 赋 范 空间 ， 连 续 线 
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生 跑 照 不 一 定 有 和 界 。 例 如 恒 等 映 照 T 和 一 瑟 不 是 有 界 的 。 容 易 知 


i 首 ， 
C1) 所 有 有 界线 性 映照 Ti XY 的 集合 是 .CX, Y) 的 线性 
子 室 间 。 有 界线 性 映照 和 连续 线性 映照 的 乘积 是 有 界线 性 映照 。 
定理 1 设 X,Y 是 局 部 凸 空间 ,线性 映照 了 X_>Y 是 有 界 的 
充 要 条 件 为 : 存在 赋 范 空间 N 和 连续 线性 映照 Tis XX 一 NN 以 及 Ts 
N->Y, 使 得 T= 了 ;Tl: : : 
着 一 一 -一 一 一 
> 
Ti N T, - 
证 只 要 证 必要 性 ; 设 T 把 中 洛 的 环境 U 映 为 了 中 有 界 集 ， 
不 妨 假 设 口 是 均衡 凸 闭 集 . 作 集 上 的 Minkowski 泛 函 
PLXY= inf{A~>0 I[xXE MU ), 区 成， 
则 p(x) 是 关上 的 连续 拟 荡 数 、 设 Xo 是 商 室 间 关 /{x {pCx) =0}， 
记 : 为 %E 吉 在 下 0 中 相应 的 等 价 类 、 在 vu. 上 害 义 范 娄 
. [xluv=p CX XE Xy, 
则 典型 商 映 要 BuysX 一 Xp 盐 连 续 线 性 映照 。 
然后 , 记 8=[TC(UDJy, 令 Ys 是 了 中 由 B81 张 成 的 线性 子 空间 ， 
住 YYs 上 定义 范 数 
Iyls= inf{A> 01yEAB}, 
则 典型 苦 和 人 且 照 区 6 Te 由 于 了 是 有 界 集 ,如 是 连续 的 。 
这 样 T;X 一 Y 被 分 解 为 连续 线性 映照 的 乘积 。 
了 一 了. i 和 1 


这 里 的 线性 映照 是 存在 的 ， 只 去 指出 Tx 仅 依赖 于 Xs 中欧 等 
价 类 x。 如 果 pCx)=0， 则 对 所 有 的 和 GE 天， Mx EU, ATx= = TCO) 
EB。 久 由 于 加 是 有 和 界 计 , 必 有 Tx= 人 0 因为 TCUYyC B, 人, 的 范 数 
至 多 为 1， 所 以 To 是 连续 的 。 设 Ti= ToBu, Ts = ¥a 或 者 设 T= 
Py Tz= 人 aslo, 于 可 得 到 定理 要 求 的 分 解 。 

` 蕉 论 如 了 XY 是 有 界线 性 映照 ， 慑 才 对 碍 殊 性 映 麻 了 
了 十 有 有 的 ， 和 


- | 了 。 
[3 A 一 | -dl -: 2 ; Ir 
m1 = 7 。 1 。 
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证 因为 T 可 分 解 为 

Ts 
Y/N > 和 

而 Ta 是 Ya-N’ 的 连续 线性 观照 ,TAtN/ 一 XX 也 是 连续 的 。 

定理 2 设 久 是 Frechet 空间 ， Y 是 局 部 凸 空间 ， 并 且 在 中 
存在 一 列 有 界 集 Boy， 使 中 的 每 一 个 有 界 集 包含 在 某 总 中 ， 出 
每 一 个 连续 线性 有 映照 T:X 一 了 是 有 界 的 。 

如 果 M 是 儿 。X, Y) 中 的 有 界 集 ， 则 对 是 等 度 有 界 的 〔 即 存 
在 DECX)， 使 MU) 是 YY 中 有 界 集 ). 

证 从 可 证 明 后 一 结论 . 我 们 可 以 假定 B。 是 均衡 到 六 时 ， 
Mi B,.}= TT ICB。》 也 是 均衡 节 闭 的 由 假定 ， 对 每 个 xEX， 


MKx) 是 有 界 的 ,由 假设 必 人 包含 在 某 B, 中 ， 所 以 X= 0 M+ (B,). 


由 于 区 是 Frechet 空间 第 二 网 的 ,所 议 至 少 有 一 个 届 "'B,) 包 含 一 
个 内 点 。 由 M-LKB) 是 均衡 凸 的 ， 易 知 MCB。) 即 是 X 中 t 的 环 
境 ， 证 毕 ， 

襄 果 了 是 (DP) 空间 , 则 满足 定理 中 对 了 的 条 痊 , 故 有 1 

推论 ”每 一 个 Frechet 空间 到 CD) 空间 的 连续 线性 映照 是 有 
容 的 ， 

定 惠 3 没 区 是 CDF) 空 间 , 辣 是 可 距离 化 户 剖 上 王 空间 ， 则 每 个 
连 半 线性 肌 照 TyXX-xY 是 有 界 的 。 

如 计 是 多 到 Y 了 的 等 度 连 续 线 性 占有 眼 集 ; 则 MM 是 等 度 有 界 的 。 

证 设 1V,) 是 了 中 0 的 环境 的 可 数 基 。 因 对 是 等 度 连 续 的 ， 
Us= MICVn) 患处 中 0 的 一 列 环境 ， 由 XX 是 (DF) 空间 ， 在 在 
UE NCLX) 被 每 个 Us 吸收, 则 MCU) 被 每 个 Vs 吸收 , 即 MCU) 是 有 
界 的 ， 蓬 毕 ， 

二 、 - 对 紧 线性 映照 

设 艺 、 Y 是 局 部 凸 空间 ,线性 映 照 了 人 称 为 弱 紧 的 ， 如 果 
映照 菜 个 UE NCX) 齐 Y 中 的 相对 弱 紧 子 集 . 

很 清楚 ， 弱 紧 线 性 映 早 是 有 界 的 。 证 所 有 弱 紧 线性 瞎 照 了 
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X 一 了 的 集合 为 W(X, 了)。 容 易 证 明 ， 

KITT WX, YYyE CN, Y) 的 线性 子 空间 。 弱 紧 线性 映照 和 . 
连续 线性 映照 的 葬 积 是 弱 紧 的 。 

定理 4 线性 有 揣 照 工 天 一 了 是 弱 紧 的 充 要 条 件 为 ， 存在 一 个 
Banach 空间 入 和 连续 线性 映 腿 Tis 六 > 及 Ts N-> 了 ,使 T= 
T2:Tis 并 且 N 中 的 单位 球 B 的 像 TxtB) 是 了 中 的 弱 紧 集 . 

证 ”只要 证 明 必 要 性 ;投工 觅 照 基 中心 的 均衡 凸 朱 环 境 如 到 
Y 中 的 相对 弱 紧 子 集 。 令 B= [TO Dr, 则 呈 是 均 病 马 弱 紧 焦 . 辣 
定理 1 一样 ,可 建立 如 (1) 的 分 解 。 因 了 8B 是 自 完备 集 ,Ys 是 Banach 
空间 ， 和 且 Ys 中 的 单位 球 B 是 了 中 的 轮 紧 集 ， 设 N= Ysps Ti= 
Topy, TT;= ps, 我们 即 可 得 到 所 要 求 的 分 解 。 证 毕 。 

定理 5 设 筷 .TY 是 Banach 空间 , 则 对 于 线性 映照 :Xx>Y， 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 

《a) 了 工 是 红 紧 的 ? 

(Cb) TY ->X5 是 连续 的 ? 

(CC) TY 一 4v 是 连续 的 

(Cd) TYaoX 是 罚 紧 的 3 

CEY TP, RM py 的 值 域 RET*)CY。 

证 Ca) 一 (6; 设 是 弱 紧 的 , 则 T 陕 照 处 中 的 每 个 均衡 
有 界 子 集 为 了 中 前 均 衡 凸 相对 紧 子 集 ， 根 据 8 中 的 定理 4 可 知 
T 是 从 CY'sTCY/， 六)) 到 CX’ ARCX 7, 和 ?的 连续 线性 映照 。 

《862= 一 >(c) 8 由 于 《Y')’=Y， (X5》 = 根据 $1 中 的 牢 刑 
1 的 推论 3 可 知 T' 是 co 连续 的 ， 出 oCY’, » YX X") 连续 
的 。 

(oo 一 ca， 加 为 于 中 的 单位 球 B’ 是 : 5*” 紧 的 ,由 6c) 丁 知 ， 
TB 是 XX' 中 的 弱 紧 子 集 , 即 知 C4) a 

《DD 一 L564, 设 XE 电 单位 球 为 各 内 要 证 明 T"(B*}YCY 
即 可 . 由 T'sY5->X4 是 弱 紧 的 ， 根据 (te) 千古 
是 ocX*， XYy—geY’, 了 连续 的 。 设 .8 为 X 中 的 单位 球 ， B= 
了 站 Ky B? 是 瑟 关 天 ox? ,X/) 的 阅 包 ， 施 58 7 包 售 在 Te(B) = 


284 第 四 章 ”线性 映照 和 楼 空间 


= TC(B) 忆 Y 的 弱 闵 包 [T(B)]Jzcrrr-。 之 中 。 由 于 对 于 凸 集 弱 闭 包 
和 强 闭 包 是 一 致 的 ， 廊 以 T2 (B*”)CLITC(B)] Arvzs) =[T(B)] 
CY, 

(ey) 一 之 (a)， 由 于 T* 存在 ，T? 是 ot 连续 的 ， 因 为 RCT*) 
CY,T?， XH->Y 是 0(X*,X') 一 olY; Y') 连 续 的 。 叉 由 于 外 前 
单位 球 B 在 X* 中 是 相对 o* 紧 的 , 雇 以 TB) = TB) 是 Y 中 相对 
弱 紧 集 。 证 上 毕 。 | 

推论 ”如 果 苹 或 了 是 自 反 Banach 空间 , 则 每 个 连续 线性 映照 
了 :大 -> 了 是 弱 紧 的 。 

对 于 局 部 凸 空间 的 情形 , 定理 5 可 作 相 应 的 推广 。 设 及.Y 大 
局 部 蕊 空间 ,连续 线性 喘 照 了 : 怀 -~Y 被 称 为 有 界 绒 紧 的 ,如 时 了 工 击 
照 外 中 的 每 一 个 有 界 集 为 了 中 的 相对 弱 紧 子 集 。 则 有 

定理 6 设 X.Y 是 局 部 凸 空间 ， 则 对 于 连续 线性 映照 了: 和 ~ 
Y, 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

Ca) T 是 有 界 弱 紧 的 ; 

(Cb) TIT/ Xs 是 连续 的 ; 

Cc) T7 :ts-Xe 是 连续 的 ; 

《9 Ts 一 Y2 映照 X* 到 Y 中 。 

定理 7 设 X、Y 是 Banach 空间 , 则 W(X, Y) 是 ax, Y) 
的 闭 线性 子 空间 。 

证 由 于 绢 AX, Y) 是 Banach 空间 ， 内 要 证 WCX, Y) 在 
-KX Y) 中 是 完备 的 。 或 等 价 地 , 对 于 一 列 弱 紧 线性 映照 {T。)， 


如 录 台 [Te < co, 则 TT T。 是 弱 紧 的 。 这 一 点 可 册 玉 紧 映 照 的 定 


立 耳 接 验 证 。 
三 、 紧 线性 映照 : 
玉生 .站 是 局 部 凸 空间 ， 缚 性 餐 用 TX*Y 被 称 为 此 的 或 全 
连续 的 ,如 果 工 映照 区 中 0 的 某 环境 U 为 Y 中 列 相 对 紧 集 。 
显然 , 紧 的 线 竹 电 照 是 弱 紧 的 ,从 而 也 是 有 界 的 。 
CEID 紧 线 性 映照 了 T# X->Y 的 全 体 ， 记 为 CoCX, Y7， 奶 


$7Y 有 界 , 弱 紧 , 紧 和 凌 映 和 照 全 册 后 


和 (了 了 ) 的 线性 子 空间 。 紧 线性 哑 照 和 连续 线性 上 映照 的 乘积 是 
紧 的 。 

对 于 紧 线 性 里 妥 有 类 似 于 定理 4 的 分 解 定 理 。 

定理 8 设 天 .了 是 Banach 空间 。， 则 下 述 条 件 对 于 连续 线性 
映照 了 和 和 是 等 件 的 。 

My 工 是 有 过 的 ; 

《PT Yo 一 Xe 是 连续 的 

(e) 在 Y’ 中 的 每 个 有 界 集 上 ,IT 是 oC(Y’, Y) 一 BCX'， 如 连 
续 的 3 

Coy TYo—*Xe 是 紧 的 。 

证 (a) 一 =>(b)， 由 于 了 是 紧 的 ， 工 映照 式 中 的 每 个 有 办 集 
为 了 中 的 相对 紧 集 ,根据 8 1 中 的 定理 4,T’ 是 (CY’, Tc) 到 (区 ， 
BX’, X)) 的 连续 映照 ,其 中 了 。 表 示 Y" 上 在 完 爹 有 洽 集 上 一 致 收 
化 拓扑 ， 

(Cb) 一 <c)， 因 Y 是 桶 式 空间 ， YY 中 的 每 个 有 者 集 也 是 等 
庶 连 续 的 ， 根 据 第 三 章 $ 6 中 的 定理 6 可 知 , 在 每 个 有 界 集 B 上 
cz,Y) 拓 扑 和 完全 有 界 集 上 一 致 收 伍 拓 扑 是 一 致 的 , 故 得 (c)、 

(C0) 二 (DD); 因 语 中 的 单位 球 训 是 o* 紧 的 。 由 《0) 知 : 
TB ) 是 强 紧 的 , 即 是 8CX', X) 拓 扑 紧 集 。 | 

(0) 二 (0)， 对 TT 应用.() 坟 (d)， 推 得 T”;X” 一 Y* 是 紧 的 ， 
和 白人 = T* |x,，Y" 中 的 强 拓扑 在 Y 上 限制 和 YY 上 的 原 拓 扑 一 致 ,所 
以 工 是 紧 有 的 。 

推论 1 设 X. 了 是 Banach 空间 ,TsX->Y 是 紧 线性 映 照 , 则 

Ca》 如 时 下 中 的 序列 加 泥 收 敏 到 XEEX, TXr—r TX 

(0) 如 果 六 中 的 序列 叶 按 or 拓扑 收 化 到 六 EY’， 则 Tw 
榨 强 拓扑 收敛 到 了 

证 5》 由 于 (WU {v7 是 YY’ “ 中 的 有 办 入， 粮 据 定理 8 由 
(c) 妈 得。 -| 

《9) .把关 髋 入 蒜 ”, 则 xs 弱 ” 收 敏 到 x， 对 工 * 应 用 本 推论 C6) 

即 得 . . ,. 
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下 述 推 论 表 明 推 论 1 中 (5) 在 一 定 条 件 下 是 充分 的 ， 

推论 2 设 玉 是 Banach 空 间 ， 立 是 可 人 务 Banach 空间 ， 刚 
TE (X,Y 了 Y) 是 紧 的 充 要 条 件 为 推论 1 中 的 条 件 (5) 满 足 ， 

证 设 马 是 了 中 的 可 数 秽 密 集 , 则 少 是 Y 中 爹 的 子 集 ,由 于 在 
Y’ 中 的 每 个 有 界 集 B' 上 的 gcY’',Y) 和 (YY' DD) 相 一 致 ,所 以 在 
Br 上 o* 拓扑 可 距离 化 ,由 定理 8 i Ce) NI T 是 紧 的 。 证 毕 。 

类 似 于 定理 7 ,有 ， 

定 建 9 设 X.Y 是 Banach 空间 ， 刚 col; 了) 是 pCX，, YY) 
的 闭 子 空间 .。 

四 、 按 映照 

设 E 是 一 个 线性 空间 , V 是 EE 下 胸 均 光明 收集 ， p(X) 是 立 的 
Minkowski 泛 函 。 则 由 氢 范 数 p(x) 决定 已 上 一 个 局 部 凸 拓扑 
2 作 商 空间 (E, .了 Fy) jp-1(0)， 这 个 商 空间 关于 范 数 

jxhe = pOXx), 光 伍 议 
是 一 个 赋 范 空间 ， 其 中 表示 包含 x 的 等 价 类 。 赋 范 空间 
CE/P (0),1. 上 1) 记 为 Ep, 记 是 Ey 的 完 和 鳃 化 ， 是 一 个 Banach 空间 . 

如 果 记 是 局 部 凸 空间 ,VV 是 巨 中 0 的 均衡 凸 环境 , 则 商 拓扑 空 
间 EB/p-!(0) 的 拓扑 强 于 (一 般 说 米 ， 严格 强 于 》E, 上 的 拓扑 。 记 
以 商 映 照 是 鼎 到 Ey 的 连续 线性 映照 。 这 个 映照 用 Bs 表示 ， 

如 果品 .V 是 E 的 均衡 凸 吸收 子 集 , 且 DCY。 设 P、g 分 别 玲 
示 如 和 的 Minkowski 渗 画 , 则 p-1C0) cg-'C0)。 由 此 ， 每 一 个 
关于 模 p-1(0) 的 等 价 类 x 唯一 地 被 包 售 在 关于 模 9 0) 的 等 价 
关中 ， 组 性 映照 更 rr xzrzzy 称 为 Ey 到 Ey 上 的 典型 觅 申 。 国 
为 多 vv 是 连续 的 ( 训 实 上 , 范 数 所 1) , 能 唯一 地 连续 延 拓 为 Bo 到 
Ey 中 的 线性 映照 , 仍 记 为 到， uv， 称 为 Bu 到 Er 的 典型 映照， 

对 得 地 , 设 已 是 局 部 凸 空间 ,了 < 是 中 的 均衡 凸 有 界 子 集 ， 


Ri= 山 nB 是 已 的 子 空间 .在 中 ,是 吸收 的 。 故 可 定义 集 刀 


的 Minkowski 汉 酌 ps, 则 CBE， pg) 是 一 个 赋 范 空间 简 记 为 Bs. 
榜 入 映 妥 ¥p，Es-> 匡 称 汶 Ea 到 上 8 的 典型 嵌入 陕 昭 。 由 于 BB 是 EE 


#7 有 和 界 、 弱 紧 , 紧 和 核 映照 2 和 了 


中 的 有 和 界 子 集 ， 易 知 如 号 连续 的 。 又 如 已 是 互 中 的 站 完备 集 , 册 
Bs 是 Banach 空间 。 我 们 还 可 看 到 如果 V=B 是 BB 中 的 均 笑 由 
集 , 叉 是 有 界 和 吸收 的 , 则 如 上 述 , 笑 可 定义 Bp, 叉 可 定义 鼎 s, 不 
难 基 道 此 有 时 EE = EE。 是 一 致 的 。 

如 条 B,C 均 是 瑟 中 的 均衡 凸 有 界 子 集 , 吧 太 BCC 则 BsC Ec, 
典型 撒 入 熙 眼力， p: Bo-—* Ec 在 连续 的 。 

如 果 U VB,C 如 前 所 述 ， 呈 ,号 y, Vp, Yc 分 别 是 E—»Ey, 
E->bEp, Es* 和 及 Ec—E 的 典型 映照 则 满足 关系 Pp = PyyPys 
Dc = Pc pF 

上 上 上述 两 种 构造 辆 助 赋 范 空间 的 方法 ， 对 于 下 面 的 讨论 是 非常 
和 用 的 。 我 从 以 前 也 曾 应 用 过 ， 

这 三 、 焉 是 局 部 凸 空间 ，B/ 是 百 的 共 辑 空 利 。 对 于 每 个 
vE E'Q@P, 如 下 定义 线 手 映 阅 WwE 2(E, F)s 


XHEXE) 二 之 Fx, XEE, 


其 中 w= 号 ; 加 @@ 久 是 的 一 个 表示 。 显 然 , w(x) 与 v 的 不 同事 示 


选取 无 关 , 定义 是 煌 容 的 。 则 对 诺 x# 是 FF 到 (EE, F) 中 
的 代数 同 构 。 其 值 域 是 .双轨 .FF 中 的 有 限 著 连续 线性 映照 全 体 ， 
瞻 照 4E 尝 《 上 ,PF) 是 有 限 秩 的 这 要 条 件 为 ,4 的 值 域 Rew) 是 有 限 
维 空 间 ， 其 空 5 辐 的 维 数 称 为 的 秩 。， 对 于 上 述 上 映照 tl vcez& 称 为 
FOF 到 关 (B; 户 中 的 典型 映 引 。 

(IY 议 卫 ;是 Banach 空间 ,E’ 是 吾 的 共 斩 Banach 空间 ( 辜 
对 锡 )》 如 条 在 己 名 FF 上 赋 以 投影 拓扑 .了 sg, 在 多 (, 下) 上 上 了 央 以 艺 
数 后 扑 了， 则 上 述 典 型 映 腿 zteary*8# 是 连续 的 。 

证 邻 r 为 EI 和 于 让 前 相应 范 数 的 张 量 积 ， 则 在 BieP 上 
的 投影 拓扑 了 .5 由 范 数 ?给 定 。 对 VER@R 及 v 的 任 一 胡 示 


U = Oy, 再 


sp col<sup LAE 
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< < AA 


记 以 fal <rew), 证 毕 。 

下 面 引入 当 EF 是 Banach 空间 时 的 核 映照 概念 。 由 (17Y) 知 
道 志 是 B/G@oF 到 少 pCE, F) 中 的 连续 线性 映照 。 由 于 .2 (后 , F) 
按照 范 数 拓扑 是 完备 的 , 则 ti 能 连续 延 拓 为 B' 信 pF 到 .2p(E, FF) 
的 连续 线性 峡 照 , 记 为 r 。 则 称 * 的 值 域 RCr)C .ZE, FF) 中 的 映 
照 4 为 核 映照 。 即 WE .多 (BE, F》 是 被 岗 照 的 充 要 条 件 为 ， 存在 
vE E' 的 pP, 使 4#=T(v)。 我 们 知道 fl 是 一 一 观照 , 但 是 延 拓 后 的 
T 就 不 一 定 是 一 一 映照 。 所 以 对 核 映 时 zs 可 能 有 有 不同 的 w 与 4 对 

局 部 凸 空间 中 核 映照 的 概念 ， 

设 EE、 下 是 局 部 凸 空间 ，w: E>F 是 有 界线 性 映照。 设 UU 是 瑟 
中 的 均衡 凸 环境 ,wxCtcB,， 电 是 F 中 的 均衡 凸 有 界 集 ，。 则 由 定 

, 5 引 可 分解 为 中 = ao -wy 其 中 WE -22CBys Fp) 是 由 下 导出 
的 如 时 Pa 是 完 竺 的 ， 则 we 可 连续 延 拓 为 we€ Es, Fa), 汗 且 
于 一 六 6。 wp "Dy, 

局 部 此 空间 五 到 局 部 凸 空间 了 了 的 线性 映照 北 称 为 核 耿 虐 ， 如 
采油 足 条 件 ， 存 在 一 个 均 街 凸 环境 UE fkE), 使 WU 性 如 这 里 
B 是 F 中 的 均衡 凸 有 界 集 , 且 Fa 是 完备 的 ,同时 由 蕊 导出 的 里 是 
xc .2(Eos Fa) 是 Ev 到 Fs 的 核 映 照 ，. 

起 定 义 可 直接 知道 ， 每 个 右 报 稚 连 续 钱 性 映照 是 核 映 照 。 根 
据 $6 中 的 定理 4, 可 得 到 核 映 照 的 一 个 特征 如 下 ， 

定理 直线 性 也 照 E .2 CE, F) 是 槟 的 充 要 条件 为 有 形式 


XCXY = ENfsCx)g, (2) 


其 中 如 [1 <.+ co, {j} 是 中 的 等 度 连续 全 列 , (y,} CB, BB 是 

F 中 的 自 完 备 的 均衡 上 古 闵 有 和 界 集 ，。 
证 ”必要 性 ; 设 4 是 核 映照 ,= 如: 码 : 对 sy, 其 中 壤 是 郑 (By 

Fa) 中 的 核 映照 。U 是 中 0 的 一 个 均衡 西 环境 , B 是 了 中 的 均衡 
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上 屿 有 界 祭 ，Fs 是 完备 的 。 由 之 CEg, Fg》 中 核 映 照 的 定义 ， 疝 是 
(Eu) 的 。 Fs 中 的 某 元 + 在 映照 下 的 像 根据 $6 中 的 定理 4， 
UE (Ey) CoP p= CE) CO pFs 可 沾 为 一 个 绝对 收 襄 序列 航 和 ， 

v= 大 CE， 
其 中 中 [二 ce， 全 人 的 ) 分 别 是 (Boy 利 Fs 中 收 仇 于 和 的 序 
列 。 令 疡 = 和 go(e= 1 2，…)。 因 为 fp) 是 (E56)' 中 的 诊 界 序 
列 ， 所 上 融和 有 界 ，1{jn} 旦 者/ 中 章 导 度 连 续 序列。 由 
t= yarT CUIDp MX} = > 和 天 和 
充分 性 ; 如 果 号 GE, 有 如 (2) 的 家 示 ， 令 
= {XEE| | 大 (1 n=1, 2,..…}, 


是 区 器 加 身 候 定 {f} 是 等 度 连续 的 ,所 以 品 是 E 中 0 的 均衡 
凸 环 境 .仿照 定理 1 的 证 明 , 定义 By 上 的 连续 线性 证 卫生 CEE N)， 
使 得 声 = 和: 旬 m， 且 四 <1。 把 hs 连续 延 拓 者 名 上 , 仍 记 为 二 
这 样 ,对 于 相应 的 成 为 四 站 


io: *> 交 和 sha CX) Ys, EE | 
因为 3 LL fn he + co ， 由 56 中 的 性 庄 tI》 和 年 2 知道 
> hlin eo 是 (Ep) ,Fs 中 的 绝对 收 - 侣 序 列 ， 四 而 : 收 姓 。 


Ce mr Wh r 站 
v= > A (Ev) 的 ss 出 7 的 连续 性 知 wo = TO , 


是 核 机 照 。 证 毕 。 . Er: 

注 在 定理 10 的 条 性 中 ， 可 不 妨 认 为 om- 1 2, .由 
于 {所 } 是 等 度 连续 保 合 ,对 每 个 xE 瑟 ，{jx 是 有 界 序列 。 卫 因 
{ 护 }C 忆 B, 所 以 (2) 下 有 边 的 级 数 可 看 作 按 Pa 中 的 落 数 绝对 收 
Ei 

又 因 对 每 个 绝对 收 训 疗 He {de} ,可 以 写 为 A = Mesh LN), 


其 中 es-0; 的 一 0 和 六 | 入 |<o0; 所 以 在 (2) 式 中 可 以 不 六 假 定 
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记 在 E 中 0 的 某 环境 上 一 致 收 黎 于 0 , 且 {en} 在 Banach 空间 
Fs 中 收 敏 于 0。 这 样 {yn} 的 均衡 凸 闭 包 是 Fs 中 的 紧 集 ， 因 而 也 
是 下 中 的 紧 集 。 所 以 在 (2) 式 中 还 可 以 假定 BB 是 下 中 的 均衡 凸 紧 
集 .， 


有 时 为 了 方便 , 把 (2) 式 写 为 4= DOY,. 但 这 仅 是 式 (2) 


的 形式 记 法 ,并 不 意味 着 万 是 拓 盾 张 量 积 中 的 元 ， 
推论 1 核 上 映照 是 紧 的 。 


证 庶 此 二 > 和 A 4 其 中 4 是 Fs 中 讨 旬 疗 过 字 ， 及 
忆 | 1<1,{f} 是 等 魔 连 续集 合 。 令 


U= (xE EI (Cx) |1l, n=1, 2,.…}, 


U 蚌 上 中 0 和 的 环境 ， 由 此 wD 包含 在 (yy Ps 的 均衡 凸 闭 也 
中 。 册 Fs 是 完备 的 ，C 是 了 sz 中 的 紧 集 。 国 为 呈 是 下 中 的 均衡 刁 
闭 有 界 集 ,嵌入 映照 Vs: Fs 一 F 是 连续 的 ,所 以 避 是 五 中 的 紧 集 ,这 
梓 中 把 忆 拓 (CE 了 映 为 下 中 的 禄 对 紧 集 。 证 竺 。 

推论 2 设 E, FF, G,H 是 局 部 凸 空间 , WE (EB, F), WE 
GH),， VY 是 -xzG 的 核 映 腿 , 则 Ut 和 wb 都 是 核 且 属 ， 

证 由 定理 10， vw 为 核 贱 照 是 明显 的。 下 面 证 w 心 是 核 
的 。 由 推论 1 , 存在 忆 中 心 的 均 衡 凸 环境 站 ， 使 5CY7 是 宅 中 的 紧 
党 , 则 Bi = wf(B) 是 玉 中 的 紧 集 ,Har 是 完备 前 ,由 此 知 认 沁 是 核 喘 
照 。 证 毕 。 

推论 3 设 zEs(E，F) 是 核 映 照 ， 则 可 唯一 地 延 拓 为 
WE YE, F), 其 中 主 是 EE 的 完备 化 ,并 且 区 是 校 的 。 

证 由 推论 1 ，& 是 紧 有 映照 , 设 UEACE), UUYCC, 这 里 CC 
是 中 的 紧 集 。 天 限制 在 U 上 一 致 连续 ，w[s 能 唯一 地 连续 延 
拓 到 [UJ 上 。 因 为 C 是 紧 集 , 所 以 延 拓 后 仍 联 值 子 C 中 ,立即 可 
知道 ,这 个 延 拓 是 荣 线 性 贞 照 #6->F 在 [Uy 上 的 限制 。 易 知 式 
是 紧 的 ， 从 而 是 连续 摧 照 ,2 即 为 由 的 上 唯 - 延 托 。 由 于 z 是 核 的 ， 


$7 有 办 . 弹 紧 ,. 紧 和 传 映 有 照 全 白 


有 表述 式 世 = > Ar 让 天道 Ie :- Sy fy, 其 中 记 是 二 三 E 


上 的 连续 延 拓 ,所 以 如 是 核 的 。 证 毕 。 

注意 到 等 度 连续 集合 的 并 集 是 等 度 连续 集合 ， 以 及 均衡 凸 紧 
代 Bi 和 和 B; 玖 和 Bil+B; 仍 是 均衡 凸 紧 集 ,根据 定理 10 即 得 。 

CV》 所 有 核 线 性 映照 了， EB->F 的 集合 ， 记 为 1CE, F), 是 
(CB, FF) 的 线性 子 空间 

设 Li 分别 是 局 部 凸 空 间 E,F 的 闭 子 空间 ，T;yB->F 基线 
人 性 上 觅 照 。Tj = 了 jg Bi->Fi 是 工 的 限制 。 同时 可 以 定义 商 有 映照 
T, B/E:->P/APF:。 可 以 证 明 对 于 有 界 、 弱 紧 和 紧 的 线性 映照 了 , 其 
相应 遇 名 制 Ti 和 商 喘 照 工 仍 分 别 是 有 界 、 弱 紧 和 紧 的 。 但 对 于 核 
且 划 站 情形 ,Ti 和 工 都 不 一 定 是 核 的。 而 如 果 BE1, Fl 有 拓扑 补 子 
空间 ,特别 是 当 吾 ,F 是 Hilbert 空间 时 , 则 核 线性 映照 工 的 限制 了 
和 商工 仍 是 核 的 ,这 可 由 定理 10 证 得 。 

类 似 于 定理 1 可 有 下 述 结 论 ， 

定理 11 设 E,F 是 局 部 凸 空间 ,线性 映照 T; 五 -~ 下 是 校 山 腿 
的 芭 亚 条 性 为 : 存在 了 Banach 空间 NN 和 Ns， TE 小 (E，Ni)， 
TaE LCN2, F), 以 及 核 觅 上 腿 了 ,Ni->N;:, 使 得 了 = 了 Ts 江 .Ti。 并 且 
Ts 和 了 T, 可 以 选择 为 紧 线 性 映照 。 


也- 一 一 一 一 一 一 P 


AN TT /7 
本 1 NI—N, 了 


证 ”只 要 证 最 后 一 点 ， 设 核 喘 照 了 = 六 hf,@y,。 使 用 定理 


10 证 明 中 所 用 的 记号 ， 了 = ToPu， 由 于 工 的 表示 式 中 可 假定 B 
是 紧 集 , fr 在 CEo》 中 收 和 全 于 0 。 即 知 加 是 紧 呐 照 。 令 M 是 全 
的 均衡 品 o* 闭 包 , 则 M 是 (CB) 中 的 紧 集 ， 事 实 上 ,MM 是 CBy)》 中 
的 周 集 ,同时 由 于 二 在 (ED 中 收敛 于 0, 对 每 个 5>0, M 包含 在 
《Ey)' 中 的 = 球 及 有 限 维 均衡 凸 紧 集 的 和 中 ， 所 以 1 能 被 有 限 个 
2e 球 所 覆盖 ,所 以 M 是 紧 的 。 

令 Y=[M]8， 央 妆 是 吾 中 0 的 环境 , 且 吸 收 避 , 考虑 典型 映照 
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Ppyys Ey—E,, 由 于 其 对 悄 Byp; CEp) = El->CBoy 是 紧 的 ， 所 
Dyy 是 紧 的 ， 可 以 选择 人 代替， 则 庶 型 映照 员 r EB 一 EE 是 紧 的 ， 
让 毕 ，。 

在 Banach 空间 的 情形 ,由 定理 10 即 得 ， 

定理 12 设 已 、F 是 Banach 空间 , 4E P(E,F) 是 核 的 充 要 
从 件 为 有 表示 


4x= 袜 Mf, XY,, x ER, (3) 


其 中 fnEE’, Es= ynEF, |y,l <1, 有 有 DIMI<~, 
或 4%= > jCX) Ys C4) 


其 中 EB’, .EF, BF) < =。 
由 定理 11, 对 于 每 个 核 映照 入 可 如 下 定义 核 范 数 14 
[AL = inf FNS), 


其 中 对 成 的 所 有 如 (C4) 式 的 表示 取 下 确 界 。 
由 核 范 数 的 定 光 有 
《YI 设 EE, Bil, F, Fi 均 是 Banach 空间 , 工 、 SEEICE, FY, 
AE YE, EY BEECE, Fi dEet, 其 由 UE, F) 污 示 
>F 的 核 觅 昭 全 体 , 则 
IT + S|THi + SIs 
laTh= lal IT|1s 
[< 
1BTAN [BIITH AL. 
时 壮 , EE, PF) 关于 范 数 HT 是 赋 范 线性 空间 。 
定理 ]8 设 B,F 基 Banach 空间 ， 则 -2 CEB, FY) 是 有 限 秩 岗 
照 关 于 核 范 灼 的 完备 化 。 
证 取 上 B 的 强 对 偶 B,T 是 B'sF 到 多 p(B, F)》 的 典型 映 
照 ,r 是 E' 的 pF 中 的 投影 范 数 , 它 是 E'.F 中 相应 范 数 的 张 量 积 ， 


57 有 界 .能 紧 , 紧 析 校 映 陋 由 归 伟 
度 *€ EpF, 我 们 选取 EEF， 使 rr (zz 一 乞 》 守 re 


” EN), 出 上 CELI) Tr 十 二 rtfn) < Fi; 其 中 Pi 


由 投影 范 数 的 定义 可 知 , 存在 表示 z= 六 和 (fy,)， 其 中 


二 晶 


}d 
让 
inmt+| 


fi | 
lf 委 圭 ll, 之 <rCzD + ， Piet,€©o— 


fmt 
lb 
[! 


neEN), 其 中 jf 和 志 1, |y;| 志 1, > 六， 


Ee 
ta + … 得 到 z 有 者 示 


z= Dh OY). 
其 中 EB’, jfi<l, EF, yl, LD blr) + e. 
用 于 总 rfh@8Y) 所 了 1.1< 吕 ， 上 述 级 数 关于 小数 是 


绝对 收 坪 的。 由 王 的 连续 性 部 态 = TT) 有 来 示 
AX = > 站 Xe 


所 以 44 和 < 加 Il <r(z) +s, 由 的 任意 性 知 |4jhssrCz)。 
反 过 来 ,如 AE.Z1(B, F)， 则 么 有 表示 
Ax = > 


IF1<1， <1, 立 LD 
则 及 = T0072) 才 台 | 和 | 之 14Ali+2, 所 以 7C2) 志 1Ali, 这 里 应 注 
说 了 一 般 不 是 一 对 一 的 , 令 NN= {21T(2D) = 人们, 作 商 空间 B'sF/N，, 
记 相 应 于 * 的 等 价 类 为 z, 定义 rcz) = inf rz 则 由 上 述 的 讨 
论 知 : 在 映照 z259 有 4 下 ,C21CE, Fy, 上 :和 (CE' 的 spF)/N 范 数 
同 构 。 所 以 多 (BE，F) 关 于 核 范 数 是 完备 的 。 同 时 由 定理 11 即 知 
人 AE, PP) 中 的 有 限 秩 觅 照 在 多 LEB，E) 中 是 稠密 的 。 证 毕 。 
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推论 《IE F), 1 1) 和 (B' 的 pF)/N 范 数 辣 构 ，。 

定理 14 设 E. FF 是 Banach 空间 、，、 如 时 AE 1CE, F), 出 
A 世 是 核 受 照 ,并 且 AA = 

惨 一 力 击 ,如 时 忆 是 骨 反 Banach 空间 ,再 4 是 核 且 有 照 ， 册 六 
基 核 的, 并且 142 = 14 

证 设 4EUB, P)， 在 在 表示 Ax= 冲 x), 使 忆 
fab A + 2, 对 于 每 个 PEF’, 有 


Cb, AX) = DB PY) = DE Yn, x XEE, 


所 以 A‘p= 台 《yh, 9) 志 并且 忆 hynllfol<14h+e, 这 表示 A'€ 
UF EY, HAi<lAL. 

再 证 后 一 结论 : 如 A/E2! CF/, 8')， 则 出 上述 证 明知 
APEIL1CE?, FF) 目 入 = 4 了 其中 了 是 百 到 Ba 的 典型 拱 入 , 由 定 
理 10 的 推论 2 ; 和 是 糖 映照 , 且 由 

14a 有 si = 1 42 和 414 
知 i1 4 和 =1427 证 毕 。 


扒 论 如 果 人 = { 忆 @y)， 其 中 书 1@yEE'@oF, 册 


必 有 4 = 工 (六 @ 记 )， 其 中 也有 EF@bE'. 

此 外 ， 由 定理 14 及 定理 11 即 知 ， 局 部 凸 空 间 之 闻 的 核 映 照 
A1E-*PF 的 对 偶 4,F4 一 本 是 核 映照 . 

最 后 ,我 倍 维 一 个 1 宪 间 之 间 的 核 爱 和 疗 和 的 例子 ; 

设 互 是 所 有 x= 总 en 按 范 数 jxi = 马 |xj<co 的 元 组 成 的 
Banach 空间 ; FPF 是 所 有 Y= 之 ywjim 按 注 数 |= 袜 |gm|< co 的 
元 组 成 的 Banach 空间 。B 到 航 连续 线性 映照 和 4 可 以 由 第 阵 
起 = C0mn} 表 示 , 其 中 

Aes = TF qmefin 
| 


$7 有 异 . 屠 紧 . 紧 和 昼 睐 照 之 由 
由 4 的 连续 性 可 知 矩 阵 必须 量 只 须 满 足 站 下 和 条件， 存在 某 数 
M<co, 使 也 iom|<M, 对 n=1, 2, … 均 成 立 。 
容易 知 遭 4 是 紧 映 照 的 充 要 条 件 是 : 
lim sup 3 las = 0 
定理 15 设 4Eg(B,EF),A= (ay， 喇 各 是 核 映 照 的 充 格 
条 件 为 忆 sup |cuon| < co， 并 且 14b = 2 suplowo|。 
证 必要 性 : 设 4 是 核 肌 隔 , 则 和 有 表示 
Ax = > (Wx), 
其 中 WWEE',yWEPGE=1,2,.), 3 ut oly | a 
十 天， ~ 
我 们 用 es 表示 以 下 述 的 等 式 ， eer = 0rGi, =1,2,…) 定 义 
的 E' 中 的 元 。 类 做 地 完 竖 站 EPE 让 =or 人 大 =1 2 …)》。 设 


#0 = ey = 总 3o 记 。 击 于 4 对 应 抵 阵 (aww) ,得 到 


Cnn = 有 (de = > {He Cfmy'*) = Susy 和 


sup lams | = sup b> 下 3 Ne | | 
由 圭 I Knl 


Dsuplaml < fy IA +e, 
因 e 可 任意 小 , 得 到 守 suplam [<14l. 
充分 性: 设 人 sp | own 」 坟 co 入 =《gomE (BRB)?， 令 
an= 也 Ga， ef EE 
Ax = (Camx) fn 


其 中 amx= 总 omxn, 由 和 4 的 这 个 表示 , 推 得 : 


| 第 四 讲 ”线性 贞 后 和 信守 司 
A > Dam |e fn bi = > sup Ga| < oo。 
+ 中 HF 于 二 


所 以 入 是 核 映 照 , 并 且 14 = 已 suplaon|。 


S8 ” 通 近 性质 CApproximation property) 


设 ,FPF 是 局 部 凸 空间 。- 名 (BE, P) 中 的 有 限 秩 映 照 全 体 组 成 
的 子 空间 记 为 ZF CE, F)。 如 对 每 个 A4= > fyEE'OP, 由 义 


A = 之 OY, 和 把 五 ， 


则 rs AyA 是 BOF 到 多 (BF) 上 的 代数 同 构 。 如 果 把 上 和 有 
在 代数 同 构 意 义 下 看 作 同 一 个 元 , 则 多 (B, P) 和 可 @PF 可 看 作 一 
样 ， 

定 兴 ”局 部 凸 空间 吾 称 为 具有 逼近 性 质 ， 如 果 伍 等 跳 照 由 
E->E 属于 .ZE, BE) 在 多 c(BE, PP) 中 的 闭 包 ， 

定理 1 设 E 是 局 部 是 空间 ,E’ 是 其 对 个 , 刚 巨 的 下 述 性 质 是 
等 协 [ 的 ; 

(0) EBE 具有 逼近 注 质 # 

、(《b》B/@E 在 cf(B, 3 中 是 稠密 的 ; 

(c) 对 性 一 局 部 凸 空 间 fF，E'@F 在 .YelB, PF) 中 是 移 密 的 ; 

(a)》 对 任 一 局 部 想 空 间 F, PF'@E 在 .clFP, E) 中 是 稠密 
的 。 

证 (0)=>(b): 设 BE (CB, BB), 由 (0) 存 在 4,ET(E'@E》 


4 二 2 了 作 BA, 则 每 个 B44, 是 有 限 秩 映照 ,所 以 只 要 证 明 


B.A 一 久 B、 任 到 名 elE, BE) 中 0 的 环境 ， 

DUM, YY = {TIE ~ €E, EyITM)O YY, 
其 中 VE.CE)，MM 是 三 中 的 完全 有 和 界 集 。 由 了 是 连续 的 ， 存 
在 WEAAEY， 使 BCWOD)CTY. .出 由 于 能 找到 V6 当 Y 汪 Yo 时， 


年 占 还 近 竹 据 [ 各 pptexiraatiotn property》 全 时 了 
CA, 一 DCM}yCW, 所 以 
CBA,— BAD CBWIOCVY. 
Bn vv 时 , BA,—- BEU(M, VY). z 

(DD 地 tC): 设 AEAc(EB,F)y, 出 ByA:B 是 多 (EE, BY 到 
ctE,F} 移 连续 映照 。 由 于 E'@E 在 .clE, BE) 中 是 稠密 询 , 取 
B,E E'BE, BI1， 则 AB,E E'@F, 并 且 4AB, 一 A， 即 得 《c). 

(Ps 六 (qd 类 位 地 ， 加 果 AE 和 (FE,， EY, 则 B38:AA 是 
区 c(tE,E) 到 必 cCE, EE) 的 连续 喘 照 ,这 是 因为 态 把 完全 有 界 集 映 为 
完全 有 界 集 . 由 呈 图 了 在 crgB,E) 中 稠 审 ， 取 五 GE OPE， 
BS], HB, .AEF@E, HE B,. AA. 

=> C0) 地 (C6)》 及 (一 (al 是 显 热 的 。 证 毕 ， 

目 述 定理 表明 Banach 空间 五 具有 吉 近 性 质 祖 当 于 每 个 紧 线 
性 贞 朴 可 以 用 有 限 秩 钱 性 映照 一 致 通 近 ， 

定理 2 Banach 空间 所 具有 通 近 性 质 的 充 要 条 件 为 。 对 任 一 
Banach 空间 工 ， 每 个 紧 线 性 映 妥 Te PRF- 一 五 配 于 . CE, BDI) 在 .22p(RR， 
号 ?中 的 闭 包 。 

证 必要 人 性; 设 T:F->EB 是 紧 的 ,V 是 已 中 的 单位 球 , 则 TY) 
是 中 的 完全 窒 界 集 。 由 于 EE 具有 到 近 性 质 ， 故 存在 有 限 秩 映照 
蕊 ,: E> 使 得 

IA -xl ,xETOV). 


] 
因而 上 各。 了 均一 Tyi 人 ? je Y 。 


充分 性 设 下 是 EE 中 的 完全 有 界 集 ， 由 第 三 章 $6 中 的 定理 
11, K 包 合 在 0 序列 {Xn} 的 均 熏 凸 闭 包 中 。 取 入 汪 1, 和 ->co, 而 
且 hx 一 0, 令 工 是 人 xn} 的 均衡 凸 闭 包 , 则 工 一 KK, 工 是 EB 中 均衡 
是 紧 集 。 记 Bi 是 由 工 张 成 的 Banach 空间 ,财政 是 豆 中 的 完全 有 
界 集 。 

设 TsBi->B 是 典型 若 入 ,T 是 紧 的 ,由 假定 , 对 任 一 e>0, 存 . 
在 BE (EL)'@B， 合 接 人 p(tE:，E) 中 的 范 数 18~T| 志 #。 另 外 ， 
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因 工 是 一 对 一 的 , 其 对 侦 工 ， 忆 一 (Er 的 代 域 o* 是 稠 窗 的 。 由 
于 (Bo 和 《ro 有 相同 的 对 惕 Bi, 线性 子 空间 TE 也 在 
(Bri)yo 中 筒 密 。 这 样 ，, 对 于 每 个 了 ECE ,在昌 的 每 个 完全 有 界 


集 上 能 用 TACE’) 中 的 元 一 致 巡 近 。 设 = 训 KG@xe， 则 能 找到 ， 


A= > pxE E'@B, 其 中 p,E E', 使 得 
[Bx 一 Axl ee, xXEK, 

则 14x- xj 和 2e, xEK。 证 毕 。 

定理 3 具有 可 数 基 的 Banach 空间 有 遥 近 性 质 ， 

证 设 忆 是 具有 可 数 基 的 Bangch 空间 ，F 是 任 一 Banmaeh 空 
间 ,T: FE 是 紧 线 性 算 子 ， 只 要 证 明 T 可 以 用 有 限 秩 连 续 线性 映 
腿 按 算 子 范 数 一 致 直 近 即 可 。 

设 ten} 是 中 的 基 , 则 每 一 个 yEEB 可 唯一 地 袁 为 

y= 2 fy) es, 


其 中 天 EB:， 令 4 袜 fCGDe:, 风 由 基 的 定义 , 对 每 个 EB， 


Fa 


用 一 42 一 0. 然后 根据 $4 中 的 定理 19 可 知 (A) 一 >0。 

印 在 每 个 完全 有 界 集 上 上 一致 收 化 于 0。 令 = 任 司 也 首 x 二 1 ， 国 

为 工 是 紧 的 ,TV 是 瑟 中 的 相对 紧 集 ,所 以 也 是 完全 有 界 集 , 因 此 
IT -ATE= sup lO A)Txl = sup HU- A yl -On 0), 


而 和 :TT 是 有 限 著 达 续 线性 映照 。 证 毕 ， 

定理 4 每 个 Hilbert 空间 右 具 有 近 近 性 质 ， 

证 下 面 让 明和 但 等 映照 1 在 也 ce( 吾 , H}) 中 可 以 用 有 限 鞭 映照 
逼近 。 设 丘 是 五 中 的 完全 有 界 集 , U= {xERH|]xl 志 2}, 则 在 在 有 
限 点 集 {xt，…， Xxm)} ,使 得 KC |) Cox +DD。 令 G 是 由 人 ob xn 
张 成 的 线性 子 空 间 ， 它 是 互 中 的 闭 子 空间 。 设 p 是 如 到 上 的 正 
次 投影 。 设 x 二 扩 ， 则 对 大 个 xXEXx+U, X=X 二 ,YE DU, px = 
DX + P= Ns + PE, 过 此 


B88 表 近 性 质 (Approximation property) 二 号 全 
fx— px = [vy — pul E25, XEEKE, 
向 十 了 十 有 限 秩 的 。 即 得 证 ， 
定 表 于 设 E 是 局 部 凸 空间 ,5 是 5 的 完备 化 空间 。 如 果 E 有 
和 远近 许 质 , 则 互 也 有 遂 近 人 性质 。 
和 证 ” 即 要 证 明 ， 对 于 BE 中 的 性 一 完全 有 只 集 攻 , 连续 拟 范 数 
! 利 #>u 能 找 测 六 E BB 使 得 
DCAX— x), XEK, 
让 了 延 拓 到 上， 记 为 p。 由 假设 忌 有 通 近 性 质 ， 存在 
AE (EY@E= EE, 


伺 得 POAX ~ Xx) 5， X 忆 用。 


了 事 入 = DO, 其 中 fi€E’, Xx.€EE, 心 有 人 常数 5 使 
[fC | ce, XE FE, i=1, 2, :+…, 7 


选取 Xx,EE, 使 P(x 一 XD) < 55 令 人 = 闻 1@xE EF/@E. 则 对 


于 每 一 个 x*EEK, 有 _ 
piAxX— XxX}EPCAx — AX} + D(AX XE. 
证 竺 。 
对 于 局 部 凸 空间 的 逼近 性 质 可 归纳 为 Banach 空间 的 情形 ， 
定理 6 设 E 是 局 部 西 空间 ,如 果 存 在 了 的 均衡 频 评 境 基 YY 
对 每 个 VE YY, Br 有 盈 近 性 质 , 别 记 具有 更 近 性 质 ， 
证 设 pix) 是 相应 于 站 的 氢 范 数 ， 瑟 pr = Ej/p 0), 记 中 yp 起 


下 到 高 的 典型 映照, 令 钱 = 子 [9CV)]g， 则 
P-1WIC FV+p-(0CV. 
由 于 具有 通 近 性 质 ,由 定理 1 的 (OD), 8'@B 在 clB, By) 


中 是 牧 密 的 . 因 Er = (CE) 在 By 中 是 沸 密 的 ， 所 以 B/Ey 也 在 
A(E, EY 中 为 称 密 。 出 区 E (省, Ey}, 对 任 争 的 完全 有 界 梨 


KCE, 存在 w= 完 OP E E/E 其 中 EE'，x,EB。 使 
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得 
Wx) DOIEW, xEE,. 


即 (有 Cx)x, 一 x) EW。 两 边 作用 外-!， 考 趾 到 而"W)CV， 
得 
> fw) — XEV, XEEKR., 

以 上 的 讨论 对 尾 一 VE 均 成 立 , 所 以 证 具有 通 近 性 质 ,证 堵 、 

由 定理 4 得 到 ， 

推论 1 设 光 是 局 部 凸 空间 已 中 0 的 均衡 凸 环境 基 。 如 果 对 
于 每 个 VEY,Ey 是 Hilbert 空间 , 则 E 具 有 还 近 性 质 。 特 别 是 ， 
任意 个 Hiltbert 空间 的 乘积 空间 具有 通 近 性 质 . 

推论 2 如果 存在 一 个 局 部 凸 空间 不 具有 远近 性 质 ， 惠 必 证 
在 一 个 Banach 空间 不 具有 到 近 性 质 . 

定理 7 设 E 是 Banach 空间 ,如 是 5 的 强 对 慢 , 出 E 具有 通 
近 性 质 的 充 要 条 忻 为 : 对 于 性 一 Banacp 空间 3， 人 
TIE->F 属于 EF 在 之 p(BE, FY 中 的 闭 包 ， 

证 充分 性 ， 设 了 了 FE’ 是 任 一 紧 线 性 映照 ， 对 于 下 对 全 
TE—>F' 应 用 定理 的 和 条件, 对 >0, 存在 和 ET 的 开 , 使 得 
[CA THOx, WD 1Se, 


Sub 
革 世 牛人 1 
出 A&'EP'OE!' 梗 得 上 4 一 Tl 志 &。 由 定理 2, 期 知 E 有 台 近 性 
并 要件 : 设 荆 一 了 是 紧 线 性 贞 照 ， 根 据 37 中 的 定理 8, 了， 
Fs->B/ 是 连续 的 。 念 到 = ‘wer’|ivl<,, 则 和 kgyzy 是 EE 中 
的 完全 有 界 集 。 贞 于 EE 具有 带 近 性 质 , 此 存在 有 四 秩 连 妹 线 性 逐 
照 4, 使 得 
AF-— Ie Ee, JET AVY. 〔 工 >》 
因为 (5 = 百 , AT'， Fh-rzB' 是 有 限 秩 的 ，A4T'E 了 TOE’, 因此 能 
找到 EF 及 EB', 使 得 
: AT’ = TD yO 


§8 谴 和 近 性 珊 (Appioximarioa property) #01 
令 Y= “el 由 (了 ) 式 知 
> Xx, fo PY Lx, TP) | ee, 


sol 证 毕 . 
1973 年 P. Enflo 构造 了 一 个 可 分 自 反 Banach 空间 E, 而 在 
互 上 存在 紧 线 性 映照 不 能 用 有 限 秩 连续 线性 喘 照 逼近 。 由 于 具有 
可 数 基 的 -Banach 空间 必 具 有 逼近 性 质 ,这 样 P. Enflo 就 举 了 一 个 
可 分 的 但 是 没有 可 数 基 的 Banach 空间 , 否定 地 解决 了 Banach 空 
间 的 基底 问题 。 z 
下 面 说 明 ; 如 果 瑟 是 Banach 空间 ， 具 有 允 近 性 质 , 对 于 核 映 
照 工 E < 笃 LBE，B 订 以 定义 迹 trT。 
设 昌 是 Banach 空间 , 由 $6 中 的 定理 3: (B55 的 bpB)' 代数 则 构 
于 比 ( 蕊 Xx 上)。 我 们 先 定义 加 久 sE 上 的 迹 。 作 焉 x 瑟 上 的 典型 双 
线性 泛 函 
FOf, x) = x, 
容易 知道 FE 女 ( 配 xE)， 所 以 F 对 应 一 个 互信 oF 上 的 之 续 线性 
泛 函 , 记 为 好。 对 每 个 zE Es 的 vB, 称 trz 为 z 的 迹 。 
按 定 尽 ,trCfGxy = xX)。 对 于 #E EgB， 根据 $7 中 的 定理 
i138 拘 证 表 , 可 以 表示 为 
z= A Whe1l, txi<1, BI r+, (2) 
其 中 了 为 E56sB 中 投影 拓扑 范 数 。 并 且 上 述 级 数 关 于 范 数 ? 纺 
对 收 致 。 则 由 女 关于 投影 拓扑 多 。 的 连续 性 知 
trz = 2 jxr， >。 (3) 
而 匡 上 式 右 端 是 绝对 收 全 的 , |trz| <r(z>， 
由 于 连续 线性 泛 函 延 拓 是 唯一 的 ， 如 十 定义 的 迹 trz 不 依赖 
于 z 的 具体 吉 示 。 我 们 回 并 一 下 :映照 r; OvE 一 .2 (BE, 8) 的 值 
域 , 按 定义 是 核 上 映照 各 1(E, EE) 全 体 。 如 荆 = T(z); ze 本 @pE, 我 
们 希望 用 trT = trz 来 定义 核 驳 照 工 欧 迹 。 但 是 由 于 rt 不 一 定 是 
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一 一 喘 四 ,就 可 能 使 得 trT 的 定 愉 不 唯一。 不 过 ,如 果 能 保证 女 了 
的 信 不 依赖 于 ? 的 选取 , 特别 是 , 当 F 是 一 一 映照 时 ,对 每 个 核 肌 
限 工 E .1B, 五 ) 的 迹 就 可 定 立 为 
r= trr, T= tz), 
如 记 Th 为 了 的 核 范 数 ,出 由 $7 中 的 定理 13,trT<IThh。 
定理 8 设 妃 是 局 部 西 空间 , 具有 逼近 性 质 , 如 果 


Tx= BD 和 (xy fy C4) 
是 王 一 五 的 核 上 映照 , 刚 
trT = DD Mdyn, fy / C5) 
不 依赖 于 工 的 具体 吉 示 ， 


证 首先 设 S= vxEEB'@E, 则 ST=T/q 人 xE BE/@E, 
trtST)Y = Cx, Tipy = {Tx, pg) = > AMX, fCY,, Pp) 


= 交 A , jn> (6) 


与 的 表示 无 关 ， 册 线性 知 ， 对 于 SE B/E, {5} 式 不 做 赖 于 芽 
的 具体 发 示 。 由 假定 ,B 具有 着 近 性 质 ,看 在 EE 中 定向 列 久 按 
到 cf 瑟 ) 中 的 拓扑 罗 c 收 敏 到 攻 不 失 一 般 性 ,可 以 很 设 和 证} 属 
于 WW, 其 中 V 是 瑟 上 的 连续 拟 范 数 的 单位 球 ,V = {x| pCx) 志 1} 以 
及 gb) 属于 紧 集 。 则 对 于 人 尾 给 的 2>0, 能 找到 WwW, 使 当 Y 宇 vw 
HH ， 
Pay— SYSEE, YEK, 
因此 有 | 
> hat is， 万 > 一 - 衬 Au fa 二 2 人 |。 


这 就 让 明了 tr(T》 不 依 罚 于 的 表示 (4)。 证 毕 。 

推论 ” 设 已 是 Banach 空间 ,具有 着 近 性 质 ， 则 对 于 任 一 核 映 
照 TE .21(E, E), 可 唯一 地 定义 迹 . 

实际 上 ,还 可 以 证 明 对 于 Banach 空间 E, rrE4GeBE-=.21(0B， 
E) 是 一 一 映照 的 充 要 条 件 为 E 具 有 逼近 性 质 ， 
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校 空间 在 分 析 中 有 着 广泛 的 应用 。 

定义 ” 设 E 是 局 部 凸 空 闻 ， 如 果 序 在 9 的 均衡 是 环境 其 
对 每 一 个 VE 光 , 典型 归根 名 /: E> 是 核 映照 ， 刚 称 E 为 核 空 
间 。 
根据 37 中 的 定理 10 可 知道 E 是 核 空间 的 充 轰 条 御 为 是 楼 
空间 。 

设 下 是 数 直 线 ， Ks 是 其 习 积 空间 ， 其 中 @ 有 任意 一 个 势 ， 由 
Ke 是 核 空间 。 事 实 上 ， 对 于 Kr 中 0 的 均衡 凸 环境 了 ,Er = 是 
有 限 维 的 , 由 = K+ 到 EE, 的 典 班 映照 p 是 有 限 牧 的 连续 线性 映 
同 ; 必 是 禄 跨 照 ,所 以 K* 是 核 空间 。 类 似 地 , 如 EE 是 局 部 是 空 间 ， 
E! 是 态 的 共 轿 空间 , 则 《E, 0(B, EB 站 ) 是 核 空间 ， 

但 是 我 们 必须 指出 , 如果 Banach 空间 E 是 核 空间, 则 EB 一 - 定 
是 有 限 维 的 ,事实 上 , 取 V 为 0 的 任 一 有 界 均衡 同 环境 , 则 Ey = 万， 
由 假定 一 Er 好 E->8 的 人 恒 等 映 照 是 核 的 ， 岂 以 5 中 的 闭 单 位 球 
是 紧 的 。 根据 第 一 章 红 0 中 的 内 容 即 知 已 是 有 限 维 的 ， 

一 、 被 空间 的 基本 性 质 

定理 1 设 E 是 局 部 凸 空间 , 则 下 述 结 论 是 等 价 的 

《4) 8B 是 核 空 间 ; 

C5》 从 BB 到 任意 Banach 空间 的 连续 线性 映照 总 是 核 映 
改 ; 

《c) 对 0 的 每 一 个 均 病 是 环境 局 , 椒 在 男 一 个 YCU, 使 典型 
咒 照 二 rrrs EB,—»E, 是 核 肌 有 照 ， 

证 (中 二 (00): 设 形 是 性 一 Banach 空间 ,TE 小 CB, FR), 则 
存在 EE 中 0 的 均衡 凸 环 境 Y, 使 TCOV) 是 F 中 的 有 界 集 , 并 且 dr， 
E>EEy 是 核 映 有 照 。 由 Py CB)= By， 可 以 唯一 决定 SE BB, 了 P)， 
使 了 =S.: 吓 ;。 由 7 所 述 可 知人 荆 是 核 上 映照。 

《by=pLeYy 设 U 是 BE 中 0 的 均衡 凸 环 境 。 由 (5) 知 典 型 喘 昭 
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Pot 一 hy 是 核 映照 。 由 37 中 的 定理 19, By 可 以 岩 示 为 
Prtx) 一 > Anjn CX 车 民 五 。 ly 


其 中 为 宇 0, = 1, 4 上 v= 1 {jf.} 是 E' 中 的 等 度 连续 集合 ，。 
取 正 数 s<1, 由 于 信 } 等 度 连 续 , 则 
V= {xEE fCx) [0 n= 1, 2, +} 

是 EE 中 0 的 均 稀 凸 环境 ,并 和 且 对 每 个 xEV,， 有 

J fy<1, xEV, 
所 以 VCU。 对 每 个 XE By, 定义 

FCXY = fx, XEX, 
则 {所 } 是 Br 上 的 线性 泛 函 的 等 度 连续 集合 ,由 (C1) 得 


Pup (XY = > Mf XE ED, (C2) 


因此 Pov: Ey 一 By 是 核 喘 照 。 

(0) 坟 (9): 对 吾 中 0 的 每 个 均 卫 上 晤 环境 DU, 由 假设 ,存在 0 的 
询 策 上 环境 YCU, 使 Purs Er -Et 是 核 肌 照 。 由 于 中 p = 种 op 出， 
所 以 Pp EB-»E, 是 核 映 照 , 即 己 是 核 空 间 。 

推论 1 如 B 是 核 空间 ，。 则 对 E 中 0 的 任 一 均衡 疝 环 境 V， 
Ds E-» Ey 都 是 核 上 映照 ， 

推论 2 ” 核 空间 E 中 的 每 个 有 界 集 是 完全 有 和 界 的 。 

证 设 光 是 中 0 的 均衡 凸 环境 所 组 成 的 环境 基 ， 则 在 有 映 瑞 
xm {DpX) VEYY 下 , B 同 构 于 吉 {By, VEYNY 的 子 空间 . 设 3 
是 EE 中 的 有 界 集 ,3 对 应 于 本 Py(B) 的 子 集 ， 由 于 E 是 核 空间 , 每 
个 By 是 纺 映 照 , 下 r(B37? 是 书 中 的 完全 有 界 集 ,所 以 二 中 ;CB) 也 是 
”完全 有 界 集 , 即 知 B 同 物 于 一 个 完全 有 界 集 。 证 毕 ， 

推论 3 有 界 完 备 的 核 空间 是 半 Montel 空间 。 

下 述 定理 提示 了 核 空间 的 特别 构造 。 

定理 2 设 E 是 核 空间 ， 又 设 U 居 BE 中 0 的 一 个 环境 ，1<p 
<eco, 则 存在 0 的 均衡 凸 环境 VCO， 使 得 可 范 数 同 构 于 Pe 的 子 
空间 。 
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证 ”不妨 公 定 立 是 0 的 均衡 上 是 环境。 由 定理 工 的 挫 论 1 ,中心 
E 一 Eu 是 核 瑟 弛 ,因此 有 如 式 6C17 的 囊 示 ， 


Dy) = > Mf Cx) ER, 


对 每 个 xEE, 令 
VEXY = CPA FICXY, P/ha Ts CX), 
则 由 于 {fn} 是 等 度 连 续集 ，v(xX) Elp, 并 且 VE 攻 (BE, 1y)。 设 
二 + 去 = 1( 如 p= 工 时 ,g= co; p= co 时 ,9=1)， 应 用 H6lder 不 等 


式 ,有 
HPo oho= | 和 Coal < Dh fa) | 


-VRE < (DM) Ia 


= ucx) | rs. C9) 

令 了 = {|vtx)Hz 专 1, 很 明显 ,VY 是 5 中 0 的 均衡 凸 环 境 ,并且 
VCU, 事实 上 ,如 xEV, 则 由 (3) 式 16$ol2) 1 所 1, 于 是 xEU, 

对 于 xEEy, 按 定义 ,有 

jj 将 jy =inf (p> 0lxEnV} = inf {ty > 0) v(x) pp} 
= vee) lp, 

即 知 Br 范 数 同 构 于 (8), 由 此 ，BEy 范 数 间 构 于 1s 的 闭 子 空间 。 
证 些 。 

我 们 应 用 定理 2 到 p= 2 的 情形 ,得 到 下 述 推论 ， 

推论 1 设 孔 是 核 空 间 ， 则 存在 0 的 均衡 凸 环境 基 {Y。 
aE€ A}, 使 得 对 于 每 个 aE ,Vs 对 应 的 Ei, 是 Hilibert 空间 ,由 此 
五 上 的 据 扑 可 以 由 一 族 Hilbert 所 范 数 给 定 。 

证 ”由 定理 2, Ey, 是 Hilbert 空间 ， 对 于 x、 EE Er。， 定 义 一 
个 内 积 (xX, Ds。 令 (x, 殷 。= 《grsxy Pp,9)as 它 是 吾 xE 上 的 半 正 
定 双 线性 Hermite 污 函 。j1xjo= (x, XJ 是 EE 上 的 Hilbert 拟 范 
数 。 余 略 。 

由 此 我 们 能 把 核 空 间 表 示 为 Hilbert 空间 投影 极限 的 稠密 子 


08 第 四 章 ”线性 快照 和 核 空 简 


空间 。 和 而 核 空 间 的 完备 化 空间 拓扑 同 构 于 Hilbert 空间 的 投影 极 
限 。 

推论 2 每 一 个 完备 的 核 空 间 主 拓扑 同 构 于 一 族 Hilbert 空 
间 {。 aE 4)} 的 投影 极限 ， 其 中 有 丰 的 势 等 于 上 中 人 0 的 环境 基 的 
势 。 特 别 是 ， 如 果 玉 是 局 部 同 Frechet 空间 , 则 互 是 核 空间 的 充 要 
条 和 伴 为 互 是 一 列 Hiibert 空间 吾 。 的 投影 极限 , 吾 = lim bs。 而 当 
> 全 时 ,ms 下 ,> 开 。 是 核 驳 照 。 请 

证 只 要 证 后 一 个 鳄 论 : 设 吾 是 局 的 Frechet 空间 ，、 风 存在 必 
的 均衡 是 环境 基 {Vi, R=1,2,-…}。 不 妨 假 设 

VIOV Oo OV OV G1, 

生 每 个 户 , 是 Hilbert 空间 。 由 定理 1: 还 可 假定 Dys, ptBy,,,-> 
Fy, 是 核 映 妥 。 如 果 令 H,= By,, Hm = Dy pa, ME = lm 
Hm 

相反 地 ， 如 果 旦 能 吉 承 为 这 种 形式 、 则 可 适当 选取 0 的 一 组 
均衡 凸 环境 基 ,使 对 每 个 YEY， Py : >By 对 应 于 吾 在 有 限 


个 H, 的 履 积 空间 上 的 投影 Bp, 例如 了 是 到 if H; 交 投 展 。 记 Pu 为 


E 到 昌 , 地 投影 , 刚 D= (pi po 由 此 
P= inPns “和 om 
其 中 R>im， 即 辣 己 是 核 用 时 。 证 毕 。 
下 面 的 定理 是 属于 Grothendieck 的 。 
定理 3 和 核 宝 间 的 择 个 子 空 间 及 舒 个 分 离 的 商 空 间 是 核 空 
间 ; 任意 个 核 空间 的 歌 积 空间 是 核 空 间 可 数 雪 个 核 空 间 昌 局 部 西 
直接 和 是 核 空 阳 。 


证 《4) 设 = 命 避 ,其 中 均 是 核 空间 . 是 任 一 Banach 


空间 。 对 每 个 WE 区 (5 F), 如 能 证 明基 核 上 映照 。 上 册 定 理 1 部 
外 EE 是 校 空间 ， 

令 而 为 在 上 的 恨 制 ， 则 友 是 连 绿 移 。 由 于 二 是 校 空 
语 , 所 以 测 :E,~>F 是 核 肌 照 。 设 芒 有 表示 


39 校 空 同 丫 口 字 


Wes Phin fs Yn (f=1, 22, + ), 


出 可 以 很 定 ow 和 1cn, 1=1, 2 )， BY |i Ci= 1,2, 


一 
= 2 是 吾 上 的 等 度 连 续 钱 性 省 画 。 仿 
U= {XEENIING) | 1, n= 1, 2, -…}, 
册 呈 :是 已 中 0 的 询 衡 凸 环 境 。 把 于 晤 延 拓 到 整个 百 上 ， 而 在 忆 ， 
的 补 子 空间 由 忆 , 上 为 0。 经 这 样 延 拓 后 的 线性 泛 函 记 为 如， 则 


可 证 坊 oa 1=1, 2, …} 是 上 的 等 度 连 续集 合 。 事 实 上 , 令 
U= 上 4, 则 DU 是 五 中 0 的 环境 , 当 xEE 时 ,有 
[fox ll Ct=1, 2, -…), 
而 由 #4 有 的 线性 ,4# 能 表示 为 


中 ui 
= 2 站 se 
了 er] 


所 以 是 核 映照 ,从 而 是 核 空间 ， 
Cb) 设 (Bu, mE A} 是 一 族 核 空间 , B= [1 Bo, 设 wE (EB, 


F), F 是 性 意 给 定 的 Banach 空间 , 则 存在 YE.fC87， 使 得 (VD 
是 F 中 的 有 寞 集 。 技 票 积 拓 扑 的 定居 ,VV 有 形式 
V = Vo,x Vo, XX "rn X Vo, A I E.. 


则 由 WV》 的 有 异性 知 ; 4 在 子 空 间 G= HB。 上 为 90。 又 由 于 
E= I E, 约 G, 只 要 证 明 4 在 下 到 ,上 的 限制 是 核 的 。 由 (ae? 即 知 


tt 是 核 上 映照. 

ce》 设 E 是 核 空间 ,M 是 是 的 子 空间 ,对 于 证 中 0 的 均 奖 是 环 
境 吕 ,VY = MNUEAXMD)。 我 们 要 和 证明}; 对 于 每 一 个 YEAACM) 存 
在 另 一 环境 ViCV, 使 典型 映照 M5, 一 My 是 核 映照 。 

根据 定理 2, 可 以 假定 Bo 是 Hilbert 空间 ,由 是 核 空间 ,在 
在 0 的 环境 ICU, 使 灾 or Ey,— Ey 是 核 狼 期 。 令 六 = 和 NMUUi， 
则 不 难关 到 My, 和 加 分 别 是 可, 和 蕊 的 亲子 空间 。 故 典型 观 
照 Byv, 其 Buy, 在 Ms, 上 的 限制 。 由 于 Gom 是 核 的 , 故 有 开 示 
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Pp, 一 > 
其 中 入 >0, 总 和 <oo， {0) 是 (EE,)' 中 的 等 度 连续 集合 , fag》 是 


Ey 中 的 有 漠 集 、 用 了 表示 Bs 到 计 , 上 的 正 交 投影 。 令 We pf, 
9 表示 天 在 村;, 上 的 限制 , 则 1 是 等 度 连续 的 , {w,} 是 MM 上 有 


界 的 ,grm 可 表示 为 grm= 六 和 9:@Wi。 因 此 rv, 是 核 映 照 ,M4 


是 核 空间 ， 

Cd) 设 巨 是 核 空间 ，M 是 巨 的 闭 子 空间 ，F= BE/M。 设 中 是 
E->F 的 典型 映照 。 对 已 中 1 的 均衡 凸 环境 Y, 我 们 要 证 明 ， 存 在 
男 一 VCV, 使 Pyy ss Py Fy 是 核 的 ;内面 F 是 核 空间 ， 

可 以 假定 VY= 人 PC(U)，EB, 是 Hilbert 空间 。UiCU，Bv, 也 是 
Hilbert 空间 ， 且 Buw， Bo,>Bv 是 核 歇 照 。 我 们 可 以 证 明 忆 和 
Ev/L 同 构 ， 其 中 工 是 多 uCM) 在 Bi 中 的 闭 包 ， 类 似 地 ， 设 太 = 
POD, 则 FE/ 其 中 无 是 Po,CM)》 在 Bu, 中 的 闲 包 。 我 
们 进一步 注意 到 pw, 哑 照 到 工 中 ， 在 上 述 同 鬼 下 ,grm 正好 
束 赴 由 二 yp, 导出 的 Em/k 到 Eu/L 中 的 腺 了 照 ， 


因为 名 yo, 是 校 的 , 它 能 表示 为 > hh 形式。 对 Hilbert 
空间 Er 和 Bi 作 正 交 分 解 ,Bn = LL.@BLT, By = LL 天 = 也 + 谨 ， 
二 ED 是 对 应 的 分 艇 。 因 为 采 mm 映照 上 | 到 工 中 , 推 
得 局 和 ff@Y 在 部 上 为 0, 因此 
Po = THD + DMD. 
如 果 用 9, 表示 由 下 决 定 的 Eo,/L: 上 的 线性 泛 画 ，w,， 中 示 V5 关 
于 模 工 的 等 价 类 , 则 由 @ou, 导 出 的 grm 有 表示 包 Xug,Bwi. 因此 


是 核 频 昭 ,证 毕 ， 

作为 定理 8 的 推论 有 : 

定理 4 任意 个 核 空 间 的 投影 极限 是 核 空 间 ， 可 数 多 个 核 空 
间 章 内山 极 限 是 核 空间 。 
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定理 5 设 吾 .F 基 核 空间 , 则 E 入 的 投影 张 量 积 EoF 及 

其 完备 化 E 凶 sF 是 核 空间 ， 
证 设 UY 分 别 是 上 BF 中 0 的 均衡 凸 环境 。 记 GG =E @pF, 
则 下 =TCBVY) 是 G 中 心 的 均衡 凸 环境 。 根 据 $6 中 的 宪 质 (TD) 
知 , Gy 得 等 于 赋 范 空间 (Ey 的 Fy, fr), 其 中 r 是 Bo、 Fy 中 相应 范 
数 的 张 重 积 ,因此 ,如 果 用 守 w、DPr .gr 分 器 表示 相应 的 典型 映照 ， 
我 们 有 于 = Pv, 因为 E,F 是 核 空间 , By,By 是 核 映 照 , 则 有 


表示 Bu= 总 J.@h，Br = 访 4s91@ 入 ,其 中 《0 、 人 人) 等 满足 

$7 中 的 定理 10 中 所 要 求 的 条 件 ， 对 xE EB.yEF, 按 定义 ,有 
PuO Dr CxOYY = ( DATO, 2®( > 19, Ys ). 

如 果 把 它 看 作 Ce = Eu@pFy 中 的 元 ,上 式 可 写 为 


DryCXCHY) = 2 A XG CD CXADY) . 


这 样 ， Dp 就 被 表示 为 也 Daf ON Dx DY), 《由 tf, NN} 


是 可 和 的 , 吾 | 49| < 之 co。，。{f@91} 上 是 B@F 上 的 等 度 连 续集 合 , 事 
实 上 , 它们 在 TO 的 VWI》 上 一 致 有 界 ， 其 中 辟 和 信人 分 别 是 E、.F 
中 0 的 适当 环境 。 此 外 ,由 于 zeG@9 = | 由 让， 人 zx:@g 在 名 w 
中 是 有 界 的 。 因 此 By 是 核 映 照 。 即 知 对 于 E@pF 中 0 的 环境 基 
中 的 每 个 WW =TEQ@V，dw 是 核 的 ， 所 以 E 他 pF 是 核 空间 ， 从 而 
5 的 oF 也 是 校 的 。 证 毕 ， 

二 、 和 粹 空间 的 例子 

例 1 KKa)a>O0 是 核 的 CBE? 空间 。 

下 面具 对 一 维 情形 证 明 ， 缚 论 对 多 维 情形 仍然 是 对 的 。 根 据 
第 二 章 $2 中 的 例 7, Ka) 上 的 拓 提 可 以 由 一 列 内 积 


CP, Pn = > [oop (tdt 


给 定 而 成 为 可 列 Hilbert 空间 。 落 记 五 (02 关于 xhs= VP， Pp)， 
将 完备 化 空间 为 其 Ce， 刚 
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Ra 下 
KCa) =f] Ka。《4), KCa) 是 一 列 Hilbert 空间 的 投影 极限 。 为 了 


证 明 Kca) 是 核 空间 ， 只 要 证 明 对 每 个 RR，K,1C9) 到 天 .C9) 的 
散人 如 招 Ta 是 Hilbert~Schmidt 算 子 妈 疝 。 事实 上 上 。 由 此 即 知 
Ka) 到 六 ,C03 的 柳 入 算 于 是 核 肌 照 ， 由 定理 2 的 推论 2 即 证， 

Ka 是 巷 空 间 。 

为 方 恒 起 网 ,只 讨论 8= 开 的 情形 ， 记 KnC4) 为 [一 和 ,XT] 上 具 
有 #1 阶 全 连续 导 罗 数 ， 了 而 且 # 阶 导 商 数 平 方 可 积 的 沙 数 爹 体 ， 
按 内 积 《，,，…)，, 所 成 的 Hilbert 空间 ， 刚 天 Ke 是 Knta) 的 闭 子 空 
了 癌 ， 记 KsC0) 到 下 ,C0)》 的 投影 为 pu。 五 say 到 Kay 的 能 入 喘 
照 为 A 下 41 人 7 到 下 yy.C9) 的 枚 入 瞎 照 为 Cit。 则 

Ta ~ pd n 十 1 

由 于 CnrisPs 部 是 线性 有 界 算 子 ,内 要 证 明 4 是 Hilbert-Schmidt 
算 子 肝 徊 了 T3*! 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 

作 rr1C90 中 的 标准 正 交 类 {em}: 


ee 
EnCt ， 款 1， 土 2， 
mt ty = var fe ine .Ht = Ee 士 


和 < 小 


又 作 KnC0y 中 的 标 淮 正 交 基 人 91w): 
fmtt) = 


itt 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 《ti 二 由， 土 1， 洼 22， + 
v2 VS - 
于 
如 一 叶 


对 于 每 个 we Kntao), 特 它 展开 成 Fourier 级 数 就 可 知道 


Ta P= A yp, Em)n+ld ms 《< 学) 
bp 2 
而 mw 一 (5Y 
>, Hi 
怨 王 各 
事实 上 ,( 全 与 57 是 由 


p= Lf poy- mdrem 
2 Js 


89 核 空间 全 41 
让 及 利用 分 部 积分 而 得 的 公式 


Fi 
(PP Cm)ntl = \ poe-mas 
推进 的 。 由 (5) 容易 算出 32< eco。 因此 4 是 Hilbert-Schmidt 
算 子 。 

例 2 广 交 函 数论 中 的 基本 空间 站 是 { 攻 Ce 的 严格 归纳 极 
眼 , 根据 定理 二 即 知 正 空间 是 核 的 。 

例 3 KCMz) 型 空间。 这 些 空间 的 定义 如 下 : 设 

lM) Ee SMX EE 
是 在 每 点 为 单调 增加 的 鲨 数列。 它们 可 以 下 有 限 值 也 可 以 取 无 限 
值 【这些 画 数 MpCx》 总 是 在 同样 的 一 些 点 上 取 无 限 值 )， 而 县 
Mu(xy 在 它 取 有 限 值 的 那些 点 上 是 连续 的 。 作 为 定义 ,空间 天 (Mo9 
是 由 无 限 次 可 微 的 ,并 且 使 得 一 切 函 数 
[Mo Cx PY), lep< oo, Oksp 
为 有 界 的 函数 9(x) 全 性 组 成 。 空 间 六 CMr》 上 的 拓扑 由 一 列 范 数 
lols = max sup [MotxYp Ox)| CpP=1, 2, 


给 出 。 如 有 果 对 尾 何 nn, 必 存 在 p>n, 使 得 商 式 


_ MCX) 
于 可 区 一 XI 


当 |x| co 时 趋 于 0, 而 且 又 是 < 的 可 积 函 数 [在 M,(x) = Mo(x) 
= co 的 那些 点 令 msoCx)= 0],， 则 称 空间 KKQMo) 满 足 条 件 VD, 在 
参考 文献 F8] 中 的 第 一 章 $3.6 中 证 明了 如 下 结论: 

定理 ”可 空间 KKGMy) 适 会 条 件 (CN)， 则 它 是 校 空间， 

满足 条 性 CN) 的 KCM2) 型 空间 类 是 足够 广泛 的 了 。 属 于 这 种 
关 型 网 空间 ,例如 上 而 所 述 的 KC0), 对 于 Kc9) 取 Mp(%) 如 下 * 当 
[xj se 时 , Mp (CX) =1, 而 河 ixj 汪 a 时 , Mz (XxX) = seo。 显然 满足 条 
性 {CN)。 

守则 炙 也 是 适合 条 件 CN》 的 下 CGMy) 型 空间 ， 这 财 Mrkx = : 
C14 |x[238。 二 基本 空间 区 一 样 ， 基 本 空间 多 是 广义 画 数 论 中 向 
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用 的 空间 ,在 讨论 广 疼 本 数 的 Fourier 变换 时 很 有 有 用。 多 空间 又 称 
为 无 穷 可 稚 的 急 降 函数 空间 。 

现在 再 考 楷 和 英 代 于 空间 开 (CMo)? 的 序列 空间 。 设 nzpe| (1 在 p， 
ea<co) 是 由 对 每 个 9 适合 不 等 式 

lm As 
的 元 泰 组 成 的 隆 。 用 mre) 直 示 如 下 的 序列 %= Xl， "Xa"…*】 
全 体 所 成 的 空间 ,对 每 个 p, 序列 
Chto MpaX2s :7 PpaXxoa, -**) 
是 育 措 的 。 显 然 RnProc》 是 线性 空间 ;如果 令 
jx = sup limpaxo | (P= 1, 2, *}, 


则 空间 ECmze) 是 赋 可 列 范 的 。 如 果 对 任何 #, 能 找到 p， 使 级 数 
写 mana 收 敏 , 则 称 KCero 适合 条 件 (N》， 


本 Hipg 

类 人 慨 地 可 以 证 只 ,适合 条 忻 CN) 的 空间 mypo} 是 核 和 的 。 特 出 
取 mr = 9* 时 ， 适 合 条 件 (N)?,， 对 应 的 空间 (rpg) 称 沪 急 侨 序列 
空间 5。 由 此 ,空间 5 是 核 的 。 

田 空 间 s 的 核 隆 推出 ， 整 函数 全 体 所 成 的 空间 岛 ,， 当 安 的 范 
数 取 为 


LP} ~ sup loc] C=1, 2,.) 
时 已 核 空间 ， 事 实 上 上， 不 难看 出 整 阔 数 pz) 的 泰勒 级 数 的 系数 
多 《路 组 成 急 降 序列 反之 ,和 如果 ay …, 9,，… 是 急 降 的 数列 ， 
则 am 

PU 二 全 | Cn 

是 整 函 数 。 隐 外 ,利用 关于 泰 惑 级 数 系 数 的 著名 柯 西 不 等 式 , 可 以 
断言 ,对 应 : 

ye) >{ ro， 0 , 


是 空间 各 和 s 间 的 同 构 因此 ， 由 空间 5 的 核 性 推出 空间 8 她 皇 
较 空 向 。 . | .| . 


9 楼 空间 EE 


兰 、 接 空间 和 张 量 积 

设 B.E 是 局 部 凸 空间 .对 于 每 个 各 别 连 续 双 线性 泛 函 Xe 从 
CE XxXF), 在 对 应 vt 下 ， 

LUX, ¥) = ux, Wy = XX, vyy, x EE; EF, 
其 中 人 Ee 外 (EE， PvE GSP, EY, 出 P= (Pe)’ Hv=(5)/， 并 
县 由 85 中 所 述 知 ,在 对 应 ou 一 au 下 (以 后 称 这 种 对 应 是 典型 的 )》 
可 得 到 代数 间 构 ， 

好 《 百 XEF) 宕 多 (全 PALE, BE 
我 们 经 常 把 上 述 典 型 映照 下 对 冰 的 元 素 在 同 构 意 久 下 看 作 是 一 样 
的 。 册 于 -多 (EB!, F) = (BE!,Fo), 因而 
CE! x FLAE!, FY = .KE PF) 

如 在 好 (了 xx 玉 ) 中 赋 以 双 等 庆 连 续集 上 的 收 敏 拓扑 .9 。 后 所 
成 的 空间 记 为 如 oCE; x 本 )。 在 名 (BE,, F) 中 取 等 度 连 续集 上 收 
化 拓扑 乡 。 刚 在 典型 观照 下 ,如 ,CB; x Fi) 和 名 可, PF) 是 拓扑 
向 构 的 。 由 中 中 的 定理 13 知 ， 闻 ,EB5 xX F) 守 外,(E ,FP) 是 完 
备 的 充 要 条件 为 瑟 儿 已 是 完备 的 。 

由 于 EO@F 可 以 看 作 E'@F' 上 的 线性 泛 务 。 如 果 在 E@F 上 
取 所 有 集 SxT 上 的 一 致 收敛 拓扑 ,其 中 S,、 TT 分 别 是 BF/ 中 的 
任 一 等 嵌 连 续集 合 ， 称 为 B@F 上 的 双 昔 度 违 续 收效 托 打 。 记 为 
和 ,。E@F 屿 以 拓扑 .2 ,， 记 为 E@。P。 这 样 在 通常 所 规定 的 典 
型 映照 下 ， 五 人 @,P 可 以 看 作 好 ,CE xx 下 ) 的 子 空间 ， 记 EE 的 ,F 为 
EQ@oF 的 完备 化 , 则 有 

(1》 设 BE、F 是 完备 的 局 部 凸 空间 ， 则 E 的 ,F 等 于 EQ,P 在 
好 KBEe， Fo) 中 的 闭 包 。 

以 前 我 们 已 经 证 明了 (BB)'= 过 (ExP)5 CE 的 ;F) = 好 
(ExFy, 下 面 来 确定 BEB@,P 的 对 假 空 间 (FE 的 ,F)/。 如 果 5、 工 分 
别 是 E'、F’ 中 的 等 度 连续 集合 ， 则 S@TC 绍 (B x F)。 很 清楚 ， 
5S xT 是 等 度 连 续 双 线性 泛 函 集合 ， 则 由 $6 中 的 定理 3 的 推论 , 
ST 也 是 (E@pFY' 中 的 等 度 连续 集合 ,所 以 即 知 EBF 上 的 双 等 
度 连续 收 分 拓扑 F, 己 。。 册 此 必然 有 (E@,F)/'C 久 (ExF)， 
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设 区 是 紧 空间 ,COX) 寡 示 久 上 的 连续 函数 全 体 组 成 的 线性 空 
间 , 同 以 范 数 | 其 = sup fi 1|。 每 一 个 CCX) 上 连续 线性 泛 机 


fr>te( 门 称 沟 关上 的 一 个 Radon 测度 。 对 于 每 一 个 jto, 根据 Riesz 
定理 : 存在 唯一 的 按 Halmos 意义 的 正则 Borel 测度 4 广义) 使 
得 Koc 站 = ffI4，fEC(X)。 在 对 应 o>p 下 ，C(X) 的 强 对 侦 
CCX) 范 数 同和 区 于 世上 的 所 有 有 限 正 则 Borsl 测度 全 体 按 范 数 
inl 所 构成 的 Banach 空间 CX), 其 中 要 ‖ 表示 天 的 全 变 差 。 出 
此 我 们 经 常 写 为 gc) = fin 

在 下 面 定 理 中 ,3S.T 上 取 弱 * 拓 扑 , 如 果 5S,T 分 别 是 Bo . Fe 中 
闭 的 等 度 连续 集合 ， 则 由 Alaoglu 定理 有 即 知 是 弱 * 紧 的 。 由 让 
35xT 了 按 飞 积 拓 扑 是 紧 的 ， 

定理 6 设 E、 FF 是 局 部 西 空间 ，(E 人 的 ,F)' 表示 E 久 oF 的 对 
偶 ,， 则 对 每 个 vE 笋 (BxF) 是 属于 (EB 的 ,FY 的 充 要 条 他 入 1。 能 
天 示 为 如 下 的 积 务 形式 


HUOWY = AH UY -| dn, Yd HY), WE EPR, 


其 中 8 分别 是 户 、FS 中 闭 的 等 谋 连 续集 合 , to 是 ExF* 上 的 
双 线 性 泛 函 & 在 3SxT 上 的 限制 。 

如 果 人 和 4 是 CE 四 。F27 中 的 等 度 连 续集 合 , 刚 对 wEA4 的 积分 形 
式 表 示 中 能 取 定 3xT， 而 相应 的 上 是 jtSx 人 TT 中 的 一 个 有 和 界 集 ， 

证 ”充分 性 ， 央 为 每 个 &EEGQR 可 以 看 作 FE’ xF 上 的 双 线 
性 泛 函 。4 在 SxT 上 的 限制 关于 Bs x Fs 在 SxT 上 的 导出 拓扑 
是 连续 的 .这 对 于 4EE 的 ,F 同样 是 对 的 , 这 是 因为 每 个 LEE,F 
是 EBF 中 的 元 在 每 个 SxT 上 一 致 收 伍 的 极限 ， 其 中 S、T 分 别 
是 E;、F' 中 的 等 度 连续 集合 。 因 而 WECCS XT)。 积 分 定义 了 
E 的 ,F 上 的 线性 泛 函 vn)。 下 面 证 明 vE (CB 信 FY/。 考 虑 对偶 
《EOP，E/'BF'， 取 Es 中 0 的 环境 WW= (TS@TY"， 则 当 
uEW 时 , 100G0D| 志 Igh。 因 此 ,vvE CBE 的,F)7 

必要 性 : 只 要 证 明 对 于 每 个 等 度 连续 集合 A4C CE 的 Py! 能 有 
定理 中 所 要 求 的 积分 形式 的 表示 即 可 。 如 果 上 4 是 等 度 连 续 
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的 ， 则 在 在 8。P 中 0 的 环境 全 =(FSQT)8， 其 中 87 分 别 是 
FF5 中 紧 的 等 度 连续 集合 ,使 4ACW?， 考虑 EsF 到 COS xT) 
的 肌 照 tztww。 对 EE 他 oF 中 0 的 环境 到 作 Minkowski 泛 函 pp, 对 
WE EF, 有 
Pry) =inf Ah > Owe =infAA | Sup CT | SN 
= sup ,| oC) | 。 


放 帮 应 的 (ESP) 到 COS xT》 中 的 映照 是 范 数 同 构 ， 由 82 
中 的 定理 6 的 (9), 对偶 映 覆 凡 : 4CSxT) 一 [CE@@.P)]w。 是 开 同 
态 。 集 4 是 [CE@.P)?]m。 中 的 等 度 巡 续集 合 。 由 纶 中 的 定理 2， 

它 虑 CS xT) 中 的 等 度 连 续集 合 站 和 肌 属 下 的 做 , 而 nCSxT) 中 
的 等 度 连续 集合 是 范 数 有 界 的 。 证 毕 - 

记 SE xF)= (EFY. GExrF) 由 的 元 4 称 涛 ExP 
的 积分 双 呈 性 汽 函 。 相 应 于 妇 的 线 手 映 帆 WE (CE,F!) 和 &E 
多 (F,， 8B5) 称 为 积分 线性 映照 , 由 上 述 定理 知 , 积分 线性 映照 Ee 
-2 (BB, Fi) 可 表示 为 

bx) = | bx, x Yd Cr’, y), xEE. 


Fx 
其 中 站 分别 是 Ec、 To 中 适当 的 苗 * 周 等 度 连 续集 侣 。 右 边 的 
积分 取 Tenpdann 意义 下 的 罚 * 积 分 。 


根据 上 述 讨论 ,如果 T,xr> tx， 罗 ?名 是 到 ;的 核 映 


收 , 且 49p} 是 中 的 等 度 连 妓 集 合 , 则 了 是 积分 线性 映照 。 下 面 
我 们 可 看 到 ,如 果 吾 是 核 空 闻 ， F 是 尾 一 局 部 凸 空间 , 则 多 (Ex FF) 
= BE Xx PY. 

定理 了 设 EE 是 核 空 间 ,， 8 是 局 部 上 同 空 间 ， 刚 EE 的 pF 到 
好 (Bo x Fe) 的 典型 嵌入 是 的 oF 到 ,BE x FY 的 稠密 子 空间 
的 拓扑 同 构 上 映 照 。 

证 很 清楚 ，EQ@F 到 好 (CE xEH) 的 典型 嵌入 是 代数 间 构 喘 
照 。 证 明 分 两 步 : 首先 证 明 EF 在 车 Bo x FF ) 中 是 稠密 的 , 其 
次 证 明 从 ,CE。 x Fo) 在 EF 上 导出 投影 张 量 积 拓扑 .2 
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Ca》 在 拓扑 同 构 意义 下 ,把 稚 o( 了 本 x 玫 ) 和 -22。(B ,B? 淖 作 
一 伴 。 要 证 明 B@BP 在 伟 。(Es x FF ) 中 是 夭 密 的 ， 愉 要 证 明 BoP 
在 名 ,《E%,F) 中 是 秽 密 的 。 即 对 于 WE .2CEs ,Fy 取 (B81, FF) 
中 0 的 任 一 环境 ,有 

MA, VY= {TITCAY CT, 
其 中 4 是 Es 中 前 均衡 凸 闭 等 度 连 续集 合 ,VECF)， 必 存在 
weE EF, 使 得 uw-wEM(CA, V), 

设 U=Ar?, 品 是 电 中 人 0 的 环境 因 是 核 空间 ， 取 WcU 是 

E 中 0 的 均衡 凸 环境 , 使 得 Do,ps Er>EBy 是 核 的, 则 


Dry 一 全 人 和 


其 中 OD ED， tH}、{z} 分 别 是 B9(B= To) 和 Ey 中 的 有 办 序 
列 。 则 由 7 中 的 定理 14 的 推论 ， 记 到 55 的 典型 说 入 可 资 示 汶 
> hz 六。 因为 Ev 在 呈 中 是 物 密 的 , 每 个 z 大作 E54 上 的 筷 
性 证 函 ,， 可 以 用 吾 中 的 元 x 在 4 上 一 致 半 近 。 因 此， 对 于 给 定 前 
e>9, 行 企 整 数 # 和 Xx:EEQ=1,…,8), 使 得 对 于 每 一 个 x’/€ A4， 
. 有 ， 
NX XI XE eB, 
选取 es, 使得 ext8)CV, 则 | 
DY MK, x Yu ~ lx) EV, x’€ A, 


因 此 mm = 也 NG E EGR 满足 十 述 要 求 。E@F 在 始 , (CB 
x 下) 中 是 稠密 前 。 

(0) 由 村 《EsFY = 名 (ExF)， 考 虚 自 热 对 朝 《EQ@,F, 叙 
(ExP) ,同时 ,和 概 据 (ONG,(Ee Xx PID)’ = (BOF)’= YE xF), 
考虑 月 然 对 个 《 补 。(Ee x Fo), 多 (ExF)》， 所 以 为 灾 证 明 双 ,CE! 
xFo) 在 E@F 上 的 导出 拓扑 即 为 多 。。 有 机 证 明 让 (ExF》 开 
多 (EB x) 有 相同 的 等 度 连 续集 合 ，。 

设 台 是 内 (ExF) 中 的 等 度 连续 集合 。 拒 雪 (BxF) 看 作 
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(EB, F%) 的 于 空间 。9 的 等 度 连 续 人 性 等 价 于 存在 吾 中 0 的 均衡 
此 环 境 UU 和 等 度 连 续 和 集合 BCF’,， 二 得 对 于 每 一 个 妇 EQ@， 有 
W(D) 忆 B。 我们 不 入 可 假定 B 是 Fs 中 的 均衡 症 紧 和 集 。 对 4E 吕 ， 
作 典 型 分 解 下 = 加 :下 -更 pr， 其 中 玫 生 -2 (5 P54), UW| 志 1。 因 为 E 


是 核 空间 ,@us E-~Es 是 被 映照, 玖 能 表示 为 加 XiQw。 这 里 我 

由 

由 此 推 得 / 
w= XY ). 


所 以 是 基 (tB,，F) 中 的 积分 辣 糙 爱 照 。 提 据 定理 6, WE 名 (EX 
F)。 同时 对 每 个 EQ, nC(DCB GEN)。 册 上 式 即 知 8 忆 
c (CTV? 3B)-， 其 中 闲 包 吓 关 于 0 (多 (Ex 让 ,EOF) 取 的 。 因为 
TV ?6B 是 多 (xXF) = 人 {好 。 (Bx 了 5))' 中 的 等 度 连续 集合 ， 根 据 
$4 中 的 性 质 YI 和 定理 8 即 果 《TY1GB)- ， 击 此 已 是 多 (ExF) 
中 等 度 连续 集合 。 反 之 ， 易 知 多 (ExF) 中 的 等 度 连续 集合 也 是 
作 CE xF) 中 的 等 度 连 续集 合 。 证 毕 ， 

推论 1 设 EE 是 完备 的 核 空间 ,F 是 完备 的 局 部 凸 空间 , 则 

Foo ,FE x FOYE BE!, Fy, 

证 因为 全,(Eo。 Xx Fo)》 是 完备 的 。 

推论 2 设 E 是 核 空 间 ，F 古 局 祁 同 空间 ， 则 在 异 等 映照 下 
EpF 和 上 的 ,FP 拓扑 同 构 。 

根据 定理 7 证 明 的 第 二 部 分 , 即 得 下 述 关 于 核 的 一 般 定理 ， 

定理 8 【《 抽 得 的 关于 核 的 定理 ) 设 E 是 核 空 间 ,F 是 局 部 凸 
宝 间 ,出 每 一 个 也 E 赵 5E x 了 ) 能 天 示 为 


UCx, WY) =- MX NAIVEY, Wey, 


其 中 该 站 三 站， 人、 9 分 别 是 Eo。、F6 中 的 等 度 连 续 序 列 . 
定理 9 每 个 核 的 (F) 空 间 的 强 对 侦 是 核 空间 . 
证 设 E 是 核 的 <F》 空 间 。 由 定理 1 的 推论 1, BE 是 Montel 
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空间 ， 有 从 三 吾 是 自 反 空 间 , 至 的 强 对 偶 下 也 是 自 反 的 。 所 以 
BCE', E) = T(E', EB),E;=E'。 为 要 证 明 By 是 核 空间 ,由 定理 工具 
要 证 明 对 尾 给 的 Banach 空间 F, 每 个 连续 线性 映照 芝 E (BE', FP》 
是 核 映照 ， 由 于 外 (BE, F) 衬 如 (E55, F'), 又 畴 EE、.F 是 完 告 的 ， 
由 定理 ?了 的 推论 1 和 2 知 : (865;, FF) 守 5 的 szF。 风 由 86 中 的 定 
理 4, 4 可 表示 为 


= 之 A Xi Ys 


其 中 如 [41 <co， 人 zx) 名} 分别 是 EF 中 的 0 序列， 而 {x4} 可 


看 必 《E4)' =E 上 的 等 度 连续 集合 。 由 $7 中 的 定理 10, 是 瑟 到 
F 的 核 蝶 有 照 。 即 到 是 核 空 间 。 证 毕 。 

对 于 一 般 的 核 空 间 的 强 对 侦 可 以 不 是 核 空 间 。 例如、 设 下 是 
数 直 线 ,Ke (Cd 有 人 尾 一 势 ) 是 核 空 间 ， 但 是 如 纪 4 是 不 可 数 的 , 则 其 强 
对 全 空间 不 是 核 的 。 事 实 上 ,我 们 可 以 证 蛙 对 于 任何 核 空间 占 , 其 
强 对 偶 下 上 的 等 麻 连 续集 合 关于 olE’', B) 是 可 距离 化 的 ， 从 而 
是 可 分 的 。 所 以 如 《Ke)5 是 核 空间 , 则 可 推 得 (KD*= Kr 中 的 等 
庆 连 续集 合 是 可 分 的 ,但 由 于 刀 是 不 可 数 的 ,这 是 不 可 能 的 。 由 此 
Ks 的 强 对 侦 不 是 核 空间 。 | 

定理 10 设 E 是 半 自 反 空间 ,EE 的 强 对 偶 蔬 是 核 空 间 ,F 是 
任 一 核 空 间 , 则 gCB, F) 是 核 空间 ， 

证 因为 E 是 灶 自 反 的 ，E 中 的 每 个 有 界 集 即 是 (5 人)7 中 的 
等 度 连续 子 集 ,所 以 -2pKBE,P) 可 以 看 作 总 ,CBE。,F') 的 子 空间 ,由 
假定 58 是 核 空 间 ， 根据 定理 ?知名 eCBo, F') 的 完备 化 等 于 
ErF。 而 EoF 是 两 个 被 空间 的 投影 张 量 积 ， 根 据 定理 5, 是 
核 空间 ,由 此 其 子 空间 多 p(CB，PF)? 也 是 核 空 间 。 证 毕 ， 

讽 4 因为 KCa) 是 核 的 (F) 空 间 , 由 定理 9 知 其 强 对 个 Klay)’ 
是 核 空间 。 同 样 多 空间 的 强 对 偶 ' 是 核 芍 。 

例 5 基本 空间 天 的 强 对 偶 生 是 核 空间 。 这 是 由 于 下 是 


Kn)Cn=1, 2，,…) 的 严格 归纳 极限 ,由 此 , K’ 可 看 作 II K(x) 的 
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子 空间 , 而 LL K’n) 根 据 定理 3 是 核 空间 ,所 以 天 是 核 空间 。 

例 6 根据 定理 10, patK, KY, 区 下 KD, 2 at, F) 二 
是 核 空间 。 

四 、 核 空间 的 两 个 判别 法 

为 了 应 用 ， 需 要 建立 判定 空间 核 性 的 充 要 条 件 。 下 面 仅 叙述 
结论 ,具体 证 明 可 参看 [6]. 

设 玉 是 局 部 是 空间 ,EE 中 的 集合 {xs, ace 4) 称 为 可 和 的 是 
指 : 如 果 在 互 中 极限 im x# 存在 。 其 中 xa= 到 和 ， 瑟 遍 取 入 的 有 
限 子 集 ,上 且 按 包 含 己 定向 ，{H)} 是 一 个 定向 半 序 集 族 , 如 果 极 限 为 
xE€EE, 则 可 记 作 守 xa=x。 当 有 = NN 时 , 即 是 可 列 情形 , 灿 果 {xn 


是 可 和 的 , 级 数 如 x。 也 称 为 无 条 件 收效 的 。 吾 中 可 和 集合 {x 
x#E 4 称 为 绝对 可 和 的 ， 是 指 如 果 对 于 互 土 的 每 个 连续 拟 范 效 
px 实数 集合 fp(xayxE 4} 是 可 利 的 。 当 fx 是 绝对 可 和 的 时 ， 
也 称 > xs 是 缀 对 收效 的 。 

定理 11 《FF) 空 间 E 是 核 空间 的 充 要 条 件 为 E 中 的 每 个 可 和 
序列 是 绝对 可 和 的 ， 

另外 还 可 以 用 连续 线性 泛 函 的 序列 的 收 敏 性 来 判定 核 性 。 

设 瑟 是 可 列 Hilbert 空间 ,其 上 的 拓扑 由 一 列 相 容 范 数 |xj,= 
M(x, xm 给 定 , 其 中 (x; x)n GnEN) 是 E 上 的 内 积 。 

类 似 地 ， 对 于 号 上 的 连续 线性 泛 函 序列 {fs}, 可 引进 无 条 什 


和 绝对 收 敏 的 福 念 。 如 果 对 于 任 一 *E EB， 沁 1《 坟 ,x》| 收 领 ， 则 称 
袜 二 是 无 条 件 收效 的 。 如 果 存 在 日 中 0 的 一 个 环境 ,使 得 级 数 


立 Ils 收敛 ,其 中 hv= sup| 《< 志 ,x》|, 称 级 数 包 大 是 绝对 收 


效 的 。 我 们 可 以 证 骨 下 述 定 理 , 可 参看 [8]， 
定理 12 可 询 Hilbert 空间 EE 是 核 的 充 要 条 件 为 E 上 的 每 一 
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个 无 条 件 收敛 的 连续 线性 泛 函 序列 世 办 是 绝对 收敛 的 。 


习 是 四 


1。 试 证 1 基 放 的 第 一 岗子 空间 . 

2。 设 下 是 线性 拓扑 空间 ; 记 让 让 天 是 租车 肌 上 昭 , 试 证 明 夏 是 分 再 的 3 要 
I i 有 汪 图 人 肖 . 

3， 设 和 2. 了 是 线性 室 间 二 上 的 两 个 分 离 的 向 量 后 扑 , 了 次 了， 试 亚 胃 

恒 等 且 照 并 (臣下 -5 7 有 闭 图 和 象 恒 不 是 连续 的 。 

a4. 设 六 是 [9,1]1. 上 的 过 续 可 微 实 信和 应 数 全 体 组 成 的 线性 空间 ; 琵 以 范 数 
i= C0 1]， 设 Df= 了 '。 试 证 明 万 : 区 下 六 有 闭 图 象 ， 但 趟 是 连续 
区 

5， 设 站 是 线性 拓扑 空间 ,4 和英 是 关中 的 互 为 代数 补 于 空间 ，A+ B= 
于 ,AM B= 10}。 对 每 个 XE, 可 表 为 X=0+8, 其 中 0€.4,8€B, 定义 
苞 丕 避 的 隐 照 ps 了 6， 试 证 明 A、B 是 闭 子 室 间 的 充 去 条件 为 p 有 有 闭 
菜 ， 

86。 设 玉 是 Frechet 空间 ， 试 证 明 汪 的 互 为 代 雍 补 的 两 个 闭 子 空间 必 
为 拓扑 补 。 

7， 设 线性 空间 下 关于 两 个 护 扑 和 TT! 都 是 Frechet 空 池 。 及 设 六 上 
存在 一 个 耸 离 扰 插 弱 于 了 和 站 。 试 二 明 人 = 了 

#. 设 C[0,1] 是 [0,117 上 的 实 述 法 函数 全 体 所 组 成 的 线性 空间 ,了 蛾 以 
范 数 (1 = sup12( 人 | ;D1 是 191] 上 的 Lebesgue 可 测 国 数 空间 ， 
虐 雪 度 亚 电 仇 拓扑 。 盆 设 当 # 人 二 时 ,念头 (的 = 于 3)， 则 对 基地 让 业 ， … 定 区 
[0,1] 到 筷 [0, 11 的 弘 性 算 地 

(Try COO = Hr (t+ 2) _ xz)), 


ll J} 每 个 了， 是 连续 的 ， 
区 CLD, 11 中 必 存 在 函 炽 xw(7 ;使 它 入 一 个 正 Lebesgte 测度 集 上 不 
可 微分 (如 果 对 每 个 zt EO 中, 1] 几乎 处 处 可 微 , 则 Him 了 (zy = zt) 一 


T(z) ,对 每 个 工 存 在; 出 Banach~Stcinhaus 定理 将 推 卷 了 4z) 连续 )。 


